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Indem daf vorliegende Buch unter Voraussetzung von nur 
elementaren Kenntnissen auf dem Gebiete der Mathematik in ältere 
Theorien einfülfrt, giebt es zugleich nach drei Seiten eine Er- 
weÜKung derseiJben. 

In der ersten Äbtheilung sind die allgemeinen goniometrischen 
Funetlonen nlf Ausgangspunkt gewählt. Dieselben werden mit 
Zugrundelegui^g eines Basiswinkels x als die Quotienten der Seiten 
schiefwinkliger Dreiecke aufgefasst, so dass die gemeinen Winkel- 
fiinctionen als specieller Fall derselben für A==V2^ erscheinen. 
Diese Betraphtungen führen naturgemäss auf die wichtigen longi- 
metrischen Functionen und deren Erweiterungen, die Plan- und 
ßauinfanc|;ionen von Punkten und Strecken. 

Die Verbindung der so erlangten Werthe mit dem Drehungs* 
factor j^ und dem Verschiebungsfactor j^, d. h. die Rechnung mit 
erweite/ten complexen Ausdrücken , bildet den Abschluss dieser 
Untersuchungen. 

Der zweite und. grössere Theil des Buches ist der Rechnung 
mit Punkten und Vectoren gewidmet. Er enthält daher die Grund- 
zijge der barycentrischen Methode von M ö b i u s und die Lehre von 
jlen Hamilton' sehen oder goniometrischen Quaternionen, beide 
erweitert, einerseits durch Zufügung der Producte und Quotienten 
von Punkten, andererseits durch die Lehre Yon den longimetrischen 
und den Biquaternionen , wodurch dann die elementare Rechnung 



II 

mit Punkten und Vectoren zu einer gewissen Vollständigkeit ge- 
bracht wird. 

Die Verwendbarkeit der vorgetragenen Lehren ist überall an j 
einfachen Beispielen aus der Geometrie und Mechanik nachgewiesen. 

Wenn nicht alle Abschnitte des Werkes gleich ausfuhrlich 
behandelt sind , so hat diess seinen Grund in dem Wunsche des 
Verfassers, Untersuchungen zu veröfifentlichen und dadurch For- 
schungen anzuregen, deren Durchfuhrung bei dem geringen Masse an 
Zeit, das er dieser Seite seiner Thätigkeit widmen kann, nicht in 
seinen Kräften steht. Giebt es doch kein einziges Kapitel der 
vorliegenden Arbeit, — von den allgemeinen Winkelfunctionen an, 
bis zu den kurzen Andeutungen über Biquaternionen — das nicht 
der Weiter- und Umbildung und damit der Verbesserung fähig 
und bedürftig wäre. Möge die Kritik diese Ansicht des Verfassers 
über seine Leistungen berücksichtigen* 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass wenn der Verwendung der 
Kechnungsarten der allgemeinen Arithmetik in einem neuen Sinne 
und in Anwendung auf neue Elemente nicht überall ein Nachv^eis 
über die Zulässigkeit dieses Verfahrens vorausging, diess deshalb 
unterblieb , weil aus der Untersuchung selbst sich die Richtigkeit 
der Methode ergeben muss, ausserdem aber Hankel in seinem 
Buche über die complexen Zahlen Erörterungen dieser Art aus- 
führlich gegeben hat, auf die wir daher hier verweisen. 



Wiesbaden, im August 1876. 
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Die Lehre von den gonioflietrischen und den 

longimetrischen Functionen. 




Erster Abschnitt. 



Die Lehre von den allgemeinen Winkelfunctionen. 

§. 1. Definition der allgemeinen Winkelfanctionen. 

1. — Denken wir uns (Fig. 1) die Schenkel a undc des Winkels ß 
von einer Geraden b so geschnitten, dass dieselbe mit dem Schenkel a den 

Winkel l bildet, wobei die Drehung 
bei Beschreibung des Winkels X in 
demselben Sinne von dem Schenkel a 
aus erfolgen mag, wie bei der des 
Winkels j?, und bezeichnen wir die auf 
den drei Geraden gebildeten Abschnitte 
selbst mit a, b und c, so wollen wir 
im Folgenden die Streckenquotienten 

_b ^ b a c c 
Fig. 1. "^' "c"' ¥' P ä' ¥' 

beziehungsweise Sinus, Cosinus, Tangente, Cotangente, Secante und Cose- 
cante des Winkels ß für die Basis l nennen. Als abgekürzte Bezeichnung 
dieser allgemeinen Winkelfunctionen oder allgemeinen goniometrischen 
Functionen gebrauchen wir 

Sin (9, Cos ß, Tang ß, Cot ß, See ß, Cosec ß, 

wobei wir zur Unterscheidung von den gewöhnlichen goniometrischen 
Functionen die Abkürzungen Sin, Cos u. s. w. mit grossen Anfangsbuch- 
staben schreiben, dagegen die Schreibweise sin ß, cos ß etc. für die ge- 
wöhnlichen Winkelfunctionen beibehalten. 

Soll der Basiswinkel X auch in der Bezeichnung der Functionen erkenn- 
bar sein, so liesse sich folgende Schreibweise empfehlen 

Siu;!^ ß, Cos;^ ß etc. 

oder x^in ß^ ^^Cos ß etc., 

so dass also z. B. sin ß = '/"'^Sin ß ist, 

da die gewöhijichen Winkelfunctionen den Winkel %n zur Basis haben. 

Unverzagt, Qaatemionen. 1 
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2. — Als Strecken erscheinen die allgemeinen Functionen des Winkels ß 

in Fig. 2, worin um den Scheitel die- 
ses Winkels mit einem Badius, ier 
— gleich der Längeneinheit, ein Kreis 
beschrieben ist, während b f , c a 
und b c unter dem Winkel k gegen 
bc geneigt sind, und f g parallel 
zu b b geht. Es stellen dann c a, 
bc, be, fg, be und bg die all- 
gemeinen Winkelfunctionen des 
' Winkels ^ in der oben g^annten 
Folge dar. 

Fig. 2. 

§. 2. Von den Werthen der Winkelfonctioneii. 

1. — Die Winkelf ünctio'hen sind Zahlenwerthe, die sich nach Grösse 
und Vorzeichen mit den Winkeln ändern. Geben wir nun den Strecken 
a und b, von denen die erstere auf dem ersten Schenkel des Winkels ß 
liegt, die andere dagegen damit den Winkel a bildet, die Vorzeichen -{- 
oder — , je nachdem ihre Eichtung mit der Kichtung der entsprechenden 
Stücke für spitze Winkel j9, die zwischen und X liegen, übereinstimmt 
oder nicht, führen wir femer c nur mit positivem Zeichen ein, so ergeben 
sich für die allgemeinen Winkelfunctionen der Winkel zwischen und 
2n Werthe, wie sie im folgenden Täfelchen zusammengestellt sind. 
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allgemeinen Winkelfunctionen. — §§. 2, 3. 3 

2. — Um auf eine einfache Art das Gesetz über die Vorzeichen der 
allgemeinen Functionen aussprechen zu können, denken wir uns die Winkel- 
ebene in yier Sectoren getheilt durch zwei Geraden, die einander unter dem 
Winkel l schneiden. Indem wir ferner den ersten Schenkel eines Winkels ß 
mit dem ersten Schenkel des Winkels k zusammenfallen lassen , können 
wir diesen Winkel ^, je nach der Lage seines zweiten Schenkels, als einen 
Winkel des ersten, zweiten, dritten oder vierten Sectors bezeichnen. 
Dann sind die Sinusse und Cosecanten der Winkel des ersten und zweiten 
Sectors positiv, die des dritten und vierten Sectors negativ. Es sind die 
Cosinusse und Secanten der Winkel des ersten und vierten Sectors positiv, 
die des zweiten und dritten Sectors negativ. Die Tangenten und Cotan- 
genten endlich sind positiv für Winkel des ersten und dritten, negativ für 
Winkel des zweiten und vierten Sectors. 

In Bezug auf ihre Grösse haben die Sinusse — cosec l und + <50sec X 
zu Grenzen; die Tangenten und Cotangenten liegen zwischen — co und 
-|- CO, die Secanten und Cosecanten endlich liegen zwischen — oo und 
— sin 1 und zwischen -f- ^^^ ^ i^d -{-oo. 

Während also, wie bei den g^neinen goniometrischen Functionen, die 
Tangenten und Cotangenten alle reellen Zahlwerthe durchlaufen, hat sich 
das Gebiet der allgemeinen Sinusse und Cosinusse über die Grenzen -|- 1 
und — 1 bis zu + cosec i und — cosec X erweitert, und es greifen endlich 
die Secanten und Cosecanten in die echt gebrochenen Zahlen bis zu db sinX 
ein, so dass von dem Gebiet der letzteren nur die Zahlen zwischen — sin X 
und -^sinA ausgeschlossen sind. 

§. 3. Znsammenhang unter den Functionen desselben Winkels. 

1. — Da nach dem erweiterten Pythägoräischen Lehrsatze (Fig. 1) 

c2 = a2 + ba + 2ab cosÄ, 
so ist Sin ß^ + Cos ß^-\-2 Sin ß Cos j3 cos 1 = 1, 

Sec|32 = 1 + Tang j52 4. 2 Tang |S . cos A, 
Cosec ß^ = l + Cot (32 + 2 Cot i? . cos ;i, 
wie sich leicht ergiebt, wenn man die erste Gleichung der Beihe nach mit 
c2, 2fi und b^ dividirt. 

Diese Gleichungen, im Vereine mit 

Sinj3. Cosec |S = 1, 
Cos|3.Sec(?= 1, 
Tang 13 . Cot |3 = 1, 
gestatten es, jede der sechs Functionen durch jede der fünf übrigen aus- 
zudrücken. So ist z. B. 

Cos j3 = — Sin j3 . cos X ± yi — Siö/52.sin;i2, 
Sin ß = ~CoBß. cos X ± Vi — Cos ^2 . gin x^. 

1* 
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2. — Es ist ferner, wie man leicht an einer Figur sieht 

Sin qp = Cos (iL — qp), 
Cos qp = Sin (1 — g), 
Tang qp = Cot {X — qp), 
Cot qp = Tang (1 — qp), 
See qp = Cosec (1 — qp), 
Cosec qp = See {X — qp). 
Leicht nachzuweisen ist auch die fiichtigkeit folgender Beziehungen 
Sin qp = Sin (« — qp), 
Cos qp = Cos (flf + 2il — qp). 
Sin ( — qp) = — Sin qp, 
Cos ( — qp) = Cos qp + 2Sin qp . cos il. 
Sin (;r — qp) = Sin 9, 

Cos (;r — qp) = — Cos qp — 2 Sin qp . cos X. 
Daraus folgt, dass die Sinusse und Cosecanten von Nebenwinkeln ein- 
ander gleich sind, und dass die Sinusse und Cosecanten von negativen 
WinMn gleich den negativen gleichnaniigen Functionen der positiven 
Winkel sind. Für die übrigen Functionen finden zwischen den Functionen 
von Nebenwinkeln, sowie zwischen denen von positiven und negativen 
Winkeln keine so einfachen Beziehungen statt. 

3. — Nicht ohne Interesse sind auch die Ausdrücke für einige Func- 
tionen des Basiswinkels und seiner Multipla. 

Es ist nämlich 

SinA==l; CosA = 0; Tängl = co, 
Sin2;i = 2cosA, 
Cos2; = — 1, 
Tang2;i = — 2cosa, 
Sin 1/2 ;i = Cos Va ;i = V« sec Va X, 
Tang 1/2 i = Cot i/«;i=l, 
Tang 1/2 {n + X) = Cot V2 (« + i) = — 1. 
Aus diesen Gleichungen leitet man leicht eine Keihe von bekannten 
Ausdrücken für gewöhnliche goniometrische Functionen ab. 

§. 4. Zurückfährang der Functioneii beliebig grosser Winkel auf die 

Functionen hohler Winkel. 

1. — An einer Figur ist leicht nachweisbar, dass 

Sin qp . sin iL = sin qp 

Q. sin qp 

oder bm qp = -; — r- 

^ smX 

Wenden wir diese Formel an auf 

Sin (kE±9)), 
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worin R:^^«» Und k eine ganze positive Zahl ist, so erhalten wir 

Sin (k K + ^) ^ i^^-^'^M^). 

Es ist aber nach bekannten Gesetzen, je nachdem k = 2n oder 2n + 1» 

sin (2n K ± (j)) = (±) sin qp 
und sin [(2n + 1) R dz g»] = (±) cos qp, 

ivobei die Vorzeichen der rechten Seite nach dem Quadranten bestimmt 
werden müssen, In welchem der Winkel k R + qp liegt. 

Es ist mithin 

Sin (2n E + qp) = ^^|P^ = (+) Sin <p. 

Da Sin (— qp) = — Sin qp ist, so können wir auch setzen 

Sin (2h R ± qp) = (±) Sin (±'qp), 
wenn wir nur das rechts stehende Vorzeichen nach dem Sector richtig be- 
stimmen, in welchem der Winkel kR + qp liegt. 

Es ist femer 

Sin [(2n + 1) E ± g)] = ?^I(?^i^^^^±^3 = ^)^ 
L\ I / ^Y-j smX, smA 

_ (db) sin (R ± qp) 

sin^ 
= (±) Sin (R ± q)). ^ ' 

2. — Für die Cosinusse erhalten wir folgende Ausdrücke. Es ist 

Cos (2n R ± g)) = Sin {l — 2n R + 9) 

= — Sin [2nR — (;L + g))] 
= (±) Sin (A T 9) = (±) Cos (± q). 
Femer ist 

Cos [(2n+ 1) R±g)] = Sin [;t - (2n+ 1) R + 'g)] 

= — Sin [(^n + 1) R — (;i + g))] 
= + Sin [R — (;L ± g))] 
= ±Sin[;i~(R±g))] 
= (±) Cos (R ± g). 

In diesen zwei Formeln für Cos(kR±g) muss auf der rechten Seite 
das Zeichen bei ± g) in Uebereinstimmung sein mit dem Zeichen der linken, 
während das Vorzeichen der ganzen rechten Seite aus dem Sector zu be- 
stimmen ist, in welchem kR±gj liegt. 

3. — Durch Verbindung der Formeln für den Sinus und den Cosinus 
von kR±g) erhalten wir 

Tang (2n R ± g)) = (+) Tang (± g)), 

Tang ([2n +. 1] R + g)) = (±) Tang (R ± g), 

wobei von den rechts stehenden Zeichen dasselbe gilt, was in (2.) bemerkt 

wurde. 
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Damit sind aber die Mittel geliefert, um die Functionen eines belie- 
big grossen Winkels durch die Functionen eines hohlen Winkels auszudrücken. 

§. 5. Die Functionen desselben Winkels für verschiedene Werthe der Basis jL 

1. - Für die Basiswinkel X und fi haben wir 

^ Sin g) . sin i = sin qp, 

/'Sin g) . sin /* == sin g). 
Mithin ist 

'^Sin g) . sin >l = /'Sin g) . sin f« 

oder /'Sin w = - — • ^Sin g). 

^ sm ^ ^ 

Aus dieser allgemeinen Formel folgen leicht folgende. Da 

„£-. . sin A jq. . sinX 

/'Sm ;i = -^Sm X = -. — 

sm jLi sin fA 

"^^ ASin^ = ?Ei*, 

sin Ä 

so haben wir /*sin X . '^Sin ^ = 1. 

So ist z. B. 

'/»^Sin ;i . '^Sin V2;r = sin ;i , ^Sin Va^r = 1. 
Femer ist 

^Sing) /'Sing) sin© . 

1 ^— = — ;;; — -^ — = > ., = sm ©. 

^SmV27i /'SinV2;r smVa^r ^ 

2. — Wir können nun leicht die allgemeinen Functionen durch die 
gemeinen goniometrischen ausdrücken^ und umgekehrt die letzteren durch 
die ersten. Es ist nämlich 

o. sin 9 

Cos9 = Sin(;i-y)=^^^^^-^). • 

Es ist auch 

Cos 9 = cos 9 — sin 9 . cot ^ 
wie sich ans einer Figur ergiebt. Es ist femer 



Tang 9 = -r 



sin9 



sin {X — 9) 
Cot 9 = (cot 9 — cot X) . sin A, 
sin X 



See 9 = — 



sin {X — 9) ' 



^ sin iL 

Cosec 9 = — 



3in9 
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3. — Es ist endlich 

sin 9 = 



Sin 9 



cos 



SinV2;r' 
9 = sm {V271 + 9) = Q- „Z ' 



andererseits 



nnd 



Sin ViTi 
Aus einer Figur ergiebt sich auch 

cos 9 = Cos 9 4- Sin 9 cos h 
Ausdrücke für die übrigen gemeinen goniometrischen Functionen ergeben 
sich hieraus leicht. 

* 

Die vorstehenden Transformationsformeln lassen eine gewisse Analogie 
erkennen zwischen den Beziehungen unter den Winkelfunctionen und denen, 
welche unter den Logarithmen einer Zahl für verschiedene Basen bestehen. 
So ist einerseits 

'log b = = — 
^ la 

« 

*log b . ^log a = 1. 

^ 6. Die Fnnctioneii von Winkelaggregaten. 

1. — Ohne vorläufig d^e allgemeine directe Begründung der Formeln * 
für die Functionen von Winkelsummen und Differenzen geben zu können, be- 
schränken wir uns im Folgenden auf die Ableitung der Ausdrücke für 
Cos (a±^) und Sin (a±^) unter der Voraussetzung, dass a + j3 kleiner 
als X sei. Bemerken wollen wir nur, dass der allgemeine Beweis für die 

Kichtigkeit dieser Sätze sich ge- 
wiss mittelst schiefer Coordinaten 
ähnlich führen liesse, wie diess 
von J. H. T. Müller in seinem • 
Lehrbuch der Trigonometrie für 
gemeine Winkelfunctionen ge- 
schehen ist. 

Es sei in Fig. 3. f (vb = a, 
boc = (?. 
Femer seien c b und c b so 
^' ^' ■ ' gezogen, dass sie mit o j resp. 

b den Winkel l bilden ; ebenso sei b a unter X gegen o % geneigt. 
Dann ist 
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Co^ («4-0) = = 



oa 



ha 



oa 



cb 



oc oc oc 
oa. ob eb.cb 



oc 






eb 



ob. oc cb.oc 
= Cos a . Cos ß — Sin a . Sin ß. 



Dass hierbei — ^ = Sin a ist, ergiebt sich leicht, wenn man sich daran 

erinnert, dass die Sinusse der Nebenwinkel einander gleich sind. 
2. — Es ist femer 

Sin (a + Ä) = — = ' 

' ^^ oc oc 

ab. ob , cc.cb 



b.oc ' cb.oc 
= Sin « Cos ß — Cos (Vstt — a) . Sin ß. 



ec 



Dass — jT = — Cos {V2n — a) sieht man leicht aus der Figur. 

Diese Formel lässt sich umgestalten in 
Sin (« 4- ß) = Sin « Cos ß + Qosa Sin (3 + 2Sin a Sin |3 . cos ;i, 
weil Cos (^2 TT — «) = — Cos « — Sin a . cos X ist. 

3. — Ist in Figur 4. Winkel a o b = « und c o b = ^, so ist 

Q. / ß^ ca bb — be 

Sm.(« — ß) =-. — = 

^ ^^ ' c c 

bb.ob bebe 




Fig. 4. 

4. — Nach derselben Fig. 4. ist 



ob.oc bc.oc 
=r Sin a Cos |S — Cos a Sin ß. 

be 
Dass hierbei ^- = Cos a ist, 

D c 

folgt aus dem Dreieck b c f , wel- 
ches ähnlich dem Dreieck o b b 
ist, weil die Seiten des einen mit 
denen des anderen den Winkel X 
bilden, da b f = b c gemacht ist. 



oc 



oc 



ob. ob , ba.bc 



ob.oc ^ bc.oc 
Cos a.Cos ß + Sin {21 - a) Sin ß. 
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Dass ba ec q. ,01 \ 

^ b c b c ^ ' 

ist, ergiebt sich folgendermassßn. Es ist Winkel ebc = ;r — X-^obb 

= 71 — X — (i — a) = ;r — {2X — a), 
i^nVipiP ist 

Sin e b t = Sin [;r — {2X — «)] = Sin {2X — a). 

Es ist aber 

Sin {2X — «) = Sin 2X . Cos a — Cos 2;LSin «, 

Sin 2JL = 2 . cos A, 

Cos 2X = — 1. 

Mithin finden wir 

' Cos (a — ß) = Cos a Cos ^ 4" Sin a Sin ^ 4" 2Cos « Sin |3 . cos X. 

5. — Für die Tangenten des Aggregates zweier Winkel ergiebt sich 
nun leicht 

T^„^/, I ^._ Tang« + Tang/? + 2T g«. Tg^C0 8A ' 
Tang (« + p) i-Tg«.Ti^ "— 

Tancrr« 'R\~ Tg ^ - Tg jg 

xang ^a ^ - 1 + Tang « . Tang j3 + 2Tang ß . cos X' 

6. — Indem man die Giltigkeit der Formeln für Winkelaggregaten für 
den Fall der gewöhnlichen goniometrischen Functionen als allgemein be- 
wiesen annimmt, lassen, sich die vorstehenden Sätze auch leicht folgen- ^ 
dermassen ableiten. Es ist 

Q. . sin (« + ß) sin « . cos jS + ß<>s a . sin ß 

om (a + P) = = — ^ — = ' ' — :; - 

^ ' '^^ sm ;i smX 

= Sin a . cos /J + cos a . Sin jS 

= Sin a (Cos j? + Sin jJ . cos X) -f- Sin ß (Cos « -j* Sin « . cos A) 

= Sin a Cos ß + Cos a Sin /? -j- 2Sin « Sin j5 . cos X. 

Für Sin (« — ß) hat man 

Sin (a — ß) = — \^~P) -_ Sin a . cos /? — cos a . Sin ß . 

sin A 

= Sin a (Cos jS + Sin ]J . cos X) — Sin ß (Cos « + Sin a . cos X) 

= Sin a Cos fi — Cos « Sin iJ. * 

Aehnlich lassen sich die übrigen Formeln ableiten. 

7. — Aus den Sätzen über die Functionen der Summe zweier Winkel 

ergiebt sich 

Cos 29 = Cos <p2— Sin 92, 

Cos 9 = Cos V2<p2 — Sin 1/29^ 

Sin 29 = 2Sin 9 . Cos 9 + 2Sin 92. cos ^ 

= 2Sin 9 (Cos 9 + Sin 9 . cos ;l) 

= 2Sin9.cos9, 
Sin 9 =s= 2 Sin ^/>9 > cos y^. 
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§. 7. Agg^gate von Wiükelfinictionen. 

1. — Durch Verbindung der im vorigen Paragraphen gefundenen Fof 
melti erhalten wir 

Sin (« + /?) + Sin («-/?) = 2Sin « . cos ß, 

Sin (a -f /J) — Sin (« — /9) = 2Sin /? . cos «, 

Cos (a -f 1^) + Cos (« — ß)=2 Cos a . cos ß, 

Cos (p + jJ) — Cos (« — ]?) = — 2Sin /? . cos (;l — «), 

wenn man bei der Vereinfachung der direct erhaltenen Resultate berücfc 

sichtigt, dass 

Cos 9 + Sin © . cos ^ = cos © 
ist. 

2. — Setzt man in den in (1) gefundenen Formeln 

a4.jj-==«p; a — ß = \p; 

mithin a = ^2(9 + v) ; ß = ^«(9 — 1/^), 

so bekommt man die Ausdrücke 

Sin 9 + Sin y; = 2 Sin ^2(9 + v) • <50S ^2(9 - 1/;), 
Sin 9 -^ Sin 1/; = 2 Cos V»(9 — i/;) . cos ^2(9 + \p)^ 

Cos 9 -f Cos 1/; = 2 Cos ^2(9 + 1/;) . cos V2((p — i/;), 

Cos 9 — Cos V; = — 2Sin ^2(9 -• \p).cos{X — V2[9 + \pi]). 

3. — Aus 

Cos V292+8in V292 -[r 2Cos V29 . Sin V29 . C09X = 1 
und Cos V2 92 — Sin V2 92 = Cos 9 

folgt • 

1 + Cos 9 = 2 Cos V29 cos V29, 

1 — Cos 9 = 2Sin V29 . cos (;i — V2p). 

4. — Einige Functionen der Vielfachen von >l, die sich mit Hilfe der 
Aggregationsformeln leicht ableiten lassen, mögen hier noch erwähnt wer- 
den. Es ist ^ 

Sin n 1 = Sin (n^ ^ + ^) = Sin n^ X . Cos X + Coslö^ k Sin X 

-f 2Sin n — 1 X . Sin X . cos X 

= Cos n — X X + 2Sin (n — 1) X . cos X, 

Cos nl = Cos(nr=^lX + ;L) = - Sin(n-l);i, 

Daher ist auch umgekehrt 

Sin(n — 1)X=: — CosnL 

Ferner ist 

Sinnil Sinnl sinnet 

Tang nx — g^^ — — sin(n-l);i ~ sin(n-l);i" 

§. 8. Die Winkelftmctionen für die Basis Vs'f- 

Die gemeinen goniometrischeur Functionen haben zur Basis ^hn und die 
darauf bezüglichen bekannten Belationen ergeben sich, w^nn wir in den vorste- 
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benden Formeln k durch */2 a ersetzen. Nicht ohne einiges Interesse ist es, l ein- 
mal gleich %n zu setzen. Dadurch erhalten wir folgende Resultate, wo- 
bei wir nur diejenigen hier her setzen, die eine Eigenthümlichkeit zeigen. 

1. — Es sind die drei Grundformeln jetzt 

Sin /92 + Cos ß^ 4 Sin jJ . Cos ß = 1, 
See iS2 = 1 4- Tang i?» + Tang /?, 
Cosec ß'^ = l + Cot j32 4. Cot i^i 
und hieraus 

Cos /? = V2 (- Sin ß ± V4 — 3SiniS2). 

2. — Es ist ferner ^^ 

Cos (;r — 9) = — (Cos <p + Sin 9), 

Cos ( — <p) = Cos 9 -f- Sin <p, 

Sin 2;i = 1 ; Cos 2X = — 1 ; Tang 2;i = - 1. 

3. — Wir finden auch 

Sin (a + jJ) = Sin a Cos ß + Cos « Sin jJ + Sin « Sin ß 

= Sin « Cos (-/9) + Cos aSmß = Sin a Cos ß-\-Co8(—a) Sinß. 
Sodann ist 

Cos {a — ß)= Cos aCosß + Sin (^ Sin /? + Cos « Sin j9 
= Cos a Cos (— ß) - Sin a Sin (— ß). 
Endlich haben wir 

Hieraus ergeben sich noch die zwei Formeln 

. 1 I TWrc .. l + Tg« + TgaTg^ 

§. 9. Verwendharkeit der allgemeinen Winkelfunctionen. 

Im Vorstehenden haben wir die wichtigeren Formeln der Goniometrie 
. veraUgemeinert. Damit ist ein neues Hilfsmittel für mathematische Unter- 
suchungen gewonnen , welches zwar zum Theil complicirtere Ausdrücke 
liefert als die gemeinen goniometrischen Functionen, das aber in der 
Basis Jl ein Element enthält, wodurch die Winkelfunctionen gleichsam 
mobilisirt werden und die Starrheit verlieren, die gewiss nicht bloss Ton 
dem Verfasser schon oft ' als ein Hinderniss empfunden wurdie. Nament- 
lich sind die neuen Functionen da von Vortheil, wo es sich um Aufsuchung 
von Grenzwerthen handelt, und es ist der Verfasser gerade bei dem Suchen 
nach der Bedeuiusg des Verschiebungs&etors für longim^sche Functionen 
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dazu veranlasst worden , die allgemeinen Winkelfanctionen zn stadir^ 
Ein einfacher Grenzübergang fahrte dabei leicht von dem allgemein« 
Drehfactor der Winkelfanctionen 

j, = (_!)« 

CO ' . 



ZU j(^ = (- 1)0 = V- 1. 

Durch richtige Wahl des Basiswinkels X können aber die Ausdrdeh 
auch oft vereinfacht werden. So werden die Transfonnationsformeln bei 
schiefen Parallelcoordinaten zu 

x = x, Sin(x,y) + y, Sin(y,y), 
y = Xj Sin (Xj x) + y, Sin (y< x), 
wenn wir den Winkel der alten Axen als Basis der rechts stehenden 
Functionen annehmen. 

Mit Hilfe der allgemeinen Winkelfunctionen 5ind die schiefen Prejec- 
tionen der Strecke a auf die Axen x und y 

ax= a Cos (a x), 
ay = a Cos (a y) = a Sin (a x), 
vorausgesetzt, dass X der Winkel xy ist. 

Ebenso sind die Componenten einer Kraft P nach den Bichtung^ 
X und y . P, = PCos(Px), 

. P2 = PCos(Py) = PSin(Px), ; 
wenn hierbei wieder l = dem Winkel xy angenommen wird. 

Dass aber schliesslich die neuen Functionen zu vielen neuen Unter- 
suchungen Anlass geben können, ist selbstverständlich. . 

§. 10. Die Grandgleichan^en der ebenen Trigonometrie. 

Bezeichnet man die Seiten eines ebenen Polygones "mit a^, ao . . . an, 
und die Aussenwinkel, welche a,, a2 . . . an bezüglich mit an , a^ . . . an-i 
bilden mit a^., «2« •• ^^i ^^ gelten allgemein die beiden Gleichungen 

aj Cos «1 -f- 3*2 Cos («1 + oj) -f" '^s C^s ('^i ~h <^ 4" «3) ■["••• 
+ an Cos (04 -|- «2 4" • • • ~h '^n ) = 0, 

aj Sin «j + ^2 ^in («, -f- «2) + % Sin («^ + «2 + «3) + • • • 
-f~ an Sin («j -|- «2 -f- . . . -f- «n ) = 0. 
Diese erweiterten L e x e 1 1 *schen Gleichungen ergeben auf das Dreieck* 
angewendet 

= aj Cos «1 -f- a2 Cos («i + «2) 4" % ^^ (''i 4" ^ + «3)1 
oder, indem wir a| , a2, ^ durch a', b und c ersetzen und zugleich statt 
der Aussenwinkel die Innenwinkel einfahren, 

c == — aCo8(;r — ß)-\-hGosa ' ' 

= a (Cos j5+ 2Sin ß .cos A) + b Cos a 
ÄS ä(Co8j^ + Sin/JcosA) + b<Cos«-f Sin«45os;i). 
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Die letzte Gleichung ergiebt sich dadurch aus der vorletzten , dass 
man a Sin ß gleich b Sin a setzt , welche letztere Beziehung man direct an 
der Figur als richtig erkennen kann, die aber auch sofort aus der zweiten 
LexelTschen Gleichung folgt, indem 

= a| Sin «j + ^^ Sin («j + «j) "1" *3 ^^^ (^i 4" «2 "t" "3) 

zu = aSin/J + bSin(2;r — jj — 7) 

= a Sin jJ + b Sin (tt + a), 

d. h. zu 

aSin]9 = bSina 
wird. 

Die beiden Grundgleichungen 

c = a (Cos /3 -f- Si^ i^ • cos A) + b (Cos « + Sin a . cos X) 
und a Sin ^ = b Sin a 

lassen sich übrigens leicht an einer Figur direct ableiten und sind ausser- 
dem einfach aus den entsprechenden gewöhnlichen trigonometrischen Glei- 
chungen herleitbar. 

Aus der ersteren derselben ergiebt sich 

c2 = a2 -f b2 — 2ab(Cosy + Sin7.cos;i), 

während ans der zweiten sich herleiten lässt 

a + b _ Sin V% (« + ß) Sin [V2 7r + ^«(a — ffl 
a - b - Sin % (a — ß) ' Sin [Vin + V2(a + /9)] ' 

Wir begnügen uns mit der Angabe der vorstehenden Gleichungen, mit 
deren Hilfe es möglich ist, aus drei von einander unabhängigen Stücken 
alle übrigen Stücke des Dreiecks zu ermitteln. 



§. 11. Die Differentiale der allgemeinen Winkelfonctionen^) 

1. — Bei der Herleitung der Differentiale ist zu unterscheiden, ob die 
Basis X auch variabel ist, oder nicht. Wir setzen sie als constant voraus ; 
anderen Falls bietet die Differentiation aber auch keine Schwierigkeit dar. 

(1) d Sin x = a454 = £2iidÄ=«i"(i^-^)dx==Sinf^-x)dx 

sm 1 sin i — i-—j^ — V2 / 

= Sin C^ -\- X jdx. 

(2) d Cos X = d Sin (i — x) = - Sin(|^ — X + x)dx 

=-- Sin (;i — (|^ + X)) dx = Cos (^ + x) dx. 



*) Ist für das Verständniss des Späteren nicht nötbig. 
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q:„ - Cos X . Sin f^ + X ) — Sin x . Cos (^ + 1] 
Sin^.dx t dx 



Cos 1* sin X Cos i* 



Cosx Sinx.Cos(^ + ^-Cosx.Sin(^ + i) ^| 
(4) d Cot X = dgj^= ^^, dl 



-Siö^^ dx 

dX = r 



Sin x2 " sin A.Sin x»' 

(5) d See x = d^= , Cos(^ + x) dx 

Cos X c^^-^ 

//?x j n ^1 Sin {^+ x)dx 

(6) d Cosec X = d «^ = — __2?__£ 

^^ Smx g--72 

2. — Es ergeben sich ferner für die eyklometrischen Funktionen fol- 
gende Resultate. 

Um das Differential von y = a r c Sin x zu finden setzen wir 

! 

X = Sin y, dann ist 

dx = Sin(^ + y)dy, | 

mithin 

.-., _ dx dx dx 

(1) ay -- gj^ ^^1^^ + y) "■ Sin {'hn — y) ~ Sin Va ji Cos y- Cos ^l%n Sin y 

dx 

"^ Sin ^l%n{x eos X ± Vi — x^ gin x^) — x Cos V%7t 

dx sinJL dx 

^ 8m Vifi . Vi — x^ sin A2 "" y i — x» sinX^" 

Dasselbe Eesultat lässt sich leicht folgendermassen finden. 

X = Sin y 
siny 



ergiebt x ^:= 



sin>l 



oder y = arc sin (x . sin X) 

- sinJl.dx 

und ay = , 

yi_x2sin;i2 

Daher ist auch 

(2) d arc Cos x = d (A — arc Sin x) = , -- ==r 

^ ' ^ ^ Vl—x^sinA2 

Für y = arc Tang x finden wir 
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x = Tangy, 

dx = — ^^— , 

sin l . Cos*y2 ' 

dy = sinA.Cosy^.dx, 

/o\ j sinA.dx 

(3) dy = 



1 -|-x2 + 2xcos;l 
Letzteres Eesultat ergiebt sich unter Benutzung der Geichung 

Secy2 = 1 + Tgya + 2Tgy . cosA. 
Ferner ist 
(4) d Are Cot x = d (A - arc Tg x) = — d Are Tg x. 

Aus y = arc See x folgt 

X = See y, 

Cosy2 ^y» 
, _ Cosy^'dx 
^"" Cos(V2^ + y)' 

dx 



x2 (Cos %n . Cos y — Sin ^kn Sin y) 
Dieser Ausdruek reducirt sich mit Benutzung von 

Sin y = — Cos y cos ;i ± Vi — Cos y^ . sin X^ 

auf /f;\ H — ^^^^^^ 

^ ^ ^ " X Vx2 — sin l^' 
Aus y = arc Cosec x findet man 

Cosec y = x, 

1 __ sinA 

Sin y sin y ' 

X 

. , = cosec y, 

X 



y==arc cosec 



sin A' 

x^v . — sin;,.dx 

(6) dy = — , 

^ ^ ^ xVx2~sin;i2 

§. 12. Verblüdang der allgemeinen Winkelfunctionen zu complexen Aus- 
drücken. 

1. Die Frage liegt nahe, ob es für die allgemeinen goniometrischen 
Functionen einen Factor j giebt, der die Eigenschaft hat, dass 

(Cos « Y j Sin «) (Cos /J + j Sin /9) = Cos (« -h 1?) + j Sin (a + ^). 
In der That lässt sich ein solcher Factor finden. Dass derselbe für 
die Basis X unsere Functionen nicht allgemein gleich i, d. h. gleich V— 1 
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ist, davon kann man sich leicht durch den Versuch überzeugen. Es ist 
vielmehr 

und man sieht sofort, dass die bekannte imaginäre Einheit 

2 

nur ein besonderer Fall von j ist. 

Es ist dagegen z. B. für X = -^ 

3 

j = V-i; 

fOr X s= Viir, erhalten wir 

4 

j = V-i. 

Es ist endlich fnr A = 0, und damit betreten wir das Gebiet der 
longimetrischen Functionen, 

CO 

Durch diese Bestimmung von jo ist eine Schwierigkeit gelöst, an 
welcher der Verfasser bei früheren Untersuchungen über longimetrische 
Functionen scheiterte. 1 

Für A = « ist 

Ueber die Bedeutung und Verwendbarkeit von Jq und j-r werden wir 
in einem späteren § handeln, wo wir die longimetrischen Functionen einer 
besonderen Untersuchung unterwerfen. 

I 



2. Dass aber y — 1 in der That die oben genannte Eigenschaft hat, 
ergiebt sich in folgender Weise. Unter der Voraussetzung der Giltigkeit 
der Mo i vre 'sehen Formel ist 



IL X 

X — 

nr 



V— 1 = (cos ;r -f- i sin ;r) = cos X + i sin X. 
Es ist nun 

(Cos a + j Sin a) (Cos /? + j Sin ß) 

= CosaCos^ + j (Sin a Cos jJ 4- Cos a Sin /?) + j2 . Sina SinjJ, 

indem wir für die Multiplication etc. unserm j die Eigenschaften eines ge- 
wöhnlichen Factors beilegen. 

Setzen wir aber j = cos ^ + i sin Ä, ein, so ergibt sich als Product 
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Cos aCosß-\- (cos A -f i sin X) (Sin a Cos ß + -Cos a Sin /9) 
-f (cos 2A + i sin 2X) Sin a Sin j9. 
Indem wir hierin das Imaginäre und das Reelle trennen, erhalten wir 

Cos a Cos |3 + (Sin « Cos /? + Cos « Sin ß) cos ;l 
-f Sin a Sin /? (cos k^ — sin A«) + i (Sin aCosß + Cos « Sin ß 
+ 2cos A Sin « Sin ß) sin A. 
Hierfür können wir setzen 

Cos « Cos |3 — Sin a Sin ß + (Sin aCosß + Cos a Sin j9 

+ 2Sin a Sin j3 . cos A) cos A + i (Sin a Cos ß + Cos « Sin j9 
+ 2Sin a Sin j5 . cos A) sin A 
== Cos («+/J)+Sin (a+ß) (cos A + i sin A) = Cos («+/?) f jSin («+/?). 
Hieraus folgt nun leicht, dass 

(Cos 9i + jSin <p,) (Cos «p^ + j Sin (^2) • • • (Cos 9n + j Sin <p„) ♦ 
.= Cos((pj +<P2 + --- + ?n) + jSin(<p, -|-<pj + ...<p„), 
sowie die erweiterte Moi vre 'sehe Formel 

(Cos 9 + j Sin 9)°= Cos n 9 + j Sin n 9, 
deren Richtigkeit für gebrochene etc. Exponenten leicht nachweisbar ist. 

3. — Wir können uns nun, ähnlich den gewöhnlichen complexen Zah- 
len, neue Zahlen denken von der Form 

a -f- j b 
und dieselben durch Rechnung miteinander verbinden. Indem wir dabei 
j überall behandeln wie einen Factor, für welchen alle Gesetze der gemeinen 
Arithmetik gelten, gelingt es leicht nachzuweisen, dass die Rechnungen 
mit obigen Ausdrücken immer wieder auf Ausdrücke von der Form 

a + jb 
führen, wenn man in Bezug auf die Potenzen von j die Formeln benutzt 

j =: Cos A + j Sin A, und 
jB = (Cos A + j Sin A)° = Cos n A + j Sin n A. 

4. — Die Rechnung mit den complexen Zahlen 

a + j b 
wird aber wesentlich erleichert, wenn man diese Zahlen auf eine reducirte 
Form bringt. Indem wir also 

j = (-l)" 
voraussetzen, ist 

a + jb = 9(| + jA) 

= Q (Cos 9 + j Sin 9), 
wenn wir 

^ = ya2 + b2+2ab.cosA 

annehmen und — = Cos 9, — = Sin 9, mithin - = Tang 9 setzen. 

Q ^ Q a ^ 

Unrerzagt, Qaaternionen. 2 
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Auf diesem Wege finden wir z. B. 

.(a + jb) (c + jd) = ^, {Cos<pi +jSin<p,).«2 (Cos9ji+jSin(p2) 
= QiQ2 [Cos (qr, + <P2) + j Sin («>j + 9,)] . 
Ebenso ist 

a+_j_b ^ €1 ^ Cos <p^ -|- j Sin y^ 
c + j d ^-2 Cos <p2 + jSin 92 

_ Qi (Cos 9, + J^i5_<Pi) [Cos (— ff.j) +jSin(~-4).^)] 
~ V2 CosO + jSinÖ 

= ;^ • [Cos (9, — ?,) + j Sin\(p, - 9,)] . 

5. — Die Formel 

(Cos 9 + j Sin <p)m ^ Cos m 9 -j- j Sin m 9 
gest£^tet auch hier eine Verwendung zur Auffindung von Cos my und 
Sinmcp. Es ergiebt sich nämlich durch Anwendung der Binomialformel 
auf die linke Seite vorstehender Gleichung 

Cos 9m + m, j Cos (pm 1 . Sin 9 + ^2 j^ • Cos 910—2 . Sin 92 
+ . . . + jm . Sin 9m = Cos m 9 -f- j Sin m 9. 
Indem man aber auf die Potenzen von j die Formel 

jn = Cos n ;i 4- j Sin n;i 
anwendet, erhält man mit Benutzung der Binomialcoefficienten m^ , m^ etc. 
Cos m 9 + j Sin m 9 = Cos 9m -j- m^ Cos 9m -2 . Sin 9^ . Cos 2X 
+ mg Cos 910-3 Sin 9^ Cos 3 A + . . . + ^^ Cos 9" . Sin 9m . Cos m A 
+ j [m| Cos ^m— 1 . Sin 9 -f- ^2 Cos 9m— 2 Sin 9' . Sin 2X 
+ mj Cos 9111-3 . Sin 9^ Sin 3;i + . . . + Sin 91» . Sin m X]. 
Daher 

Cos m 9 = V mk Cos 9"-'' Sin 9^ Cost A , 

k=0 
k— m 

Sin m 9 = V mk Cos 9"-*^ Sin 9"" Sin k A, 

k=0 

wenn wir noch die Annahme machen, dass a4-jb = c + j^ n^'* ^^^ 
der Voraussetzung, dass a = c und b = d. 

6. — Auch die Summen 

1 + Cos 9 + Cos 29 -f ... + Cos n 9 
und Sin 9 -|- Sin 2 9 -j- • . . + Sin n 9 

lassen sich finden. 

Es ist nämlich die Summe der geometrischen Reihe 
(Cos 9 + j Sin 9)0 + (Cos + j Sin 9)1 4. ... + (Cos 9 + j Sin 9)*^ 

- _ (Cos 9 + j Sin 9)n+i — 1 Cos n + 1 ? + j Sin n + 1 9 — 1 

~ Cos 9+jSin9— 1 Cos 9 -j- j Sin 9 — 1 
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^ l-C08(n4-l)y-jSin(n+l)<p ^^^ 

. 1 — Cos 9 - j Sm <p V e ö » 1 » 

_ 2 Sin V2 (n+ 1) (p . [cos (X — ^/2 (p -f 1) (p) — j cos 'k (n+ 1 ) y] 

2 Sin */2 (p [cos {X — V2 <p) — j cos V2 9] 
Mit Benutzung der in §. 5, 3. gegebenen Formel 

Sin(V2 7rH-a) 

cos a = — Q. ., ~ ^ 
Sm V2 n 

wird hieraus 

Sin V2 (n + 1) y Sin [V2;r 4-;i- V2 (n+ l)y] — jSin [V2 7r V 2( n + 1) <p] , 
Sin V2 y ' Sin ( V2 TT + A — ^h y) - j Sin ( V2 ;r — V2 y) 

und mit Benutzung von Sin ( — a) = — Sin « wird dieses 

_ Sin ^h (n + 1) y Cos [V2 (n + 1) y — V27r] + j Sin [^;2 ( n + 1) y - ^hn] 
~ SinV2y ' Cos(V2y-~V2;rn^jSin(i/^---i/2 7r) 

Sin ^/2 (n 4- 1) y ^^ ,, 1 • o- 1/ v 

= ö'-^T-^ — ^-^ • (Cos ^'2 n y + 1 Sin ^/2 n y). 

Sm V2 y ^ T I j T/ 

Es ist aber auch ' 
(Cos y + j Sin y)o + (Cos y + j Sin y)^ + (Cos y + j Sin y)" 

= 1 .+ Cos y + Cos 2y + • • . + Cos n y + j («"^in y 4- . . . + ^i^ ^ t)- 

Setzt man nun die in den vorstehenden Entwickelungen sich ergeben- 
den reellen Theile, sowie die mit j behafteten einander gleich, so erhalten 

wir 

1 + Cos y -f Cos 2y + . . . + Cos n y 

SinV2(n + l)y ^ ^. 

= o* 1/ — -^ • Cos V2 n y, 

Sm ^2 y ^ 

und 

Sin y + Sin 2 y + Sin 3 y + . . . + Sin n y 

Sm ^h y ^ 

7. — Wir wollen die kurzen Andeutungen über die Verwendbarkeit 
des j damit schliessen, dass wir eine Erweiterung erwähnen, welche durch 
Einführung des j in der Theorie der Quaternionen gemacht werden kann. 

E. Hamilton nennt eine Quaternion den Quotienten, der von einem 
Punkte ausgehenden Strecken b und a, wenn dieser Quotient nicht nur die 
Grössenbeziehung von b zu a, sondern auch die Lage beider gegeneinander 
ausdrücken, soll. Nebenbei bemerkt ist der Name darauf gegründet, dass, 
wenn ganz allgemein a und b im Eaume von einem Punkte ausgehen, zur 

; vollständigen Bestimmung dieses geometrischen Quotienten vier Stücke: 
das Verhältniss von b zu a, der Winkel a b und die Stellung der Ebene 

I a b im ßaume, letztere bestimmbat durch zwei Stücke, nothwendig sind. 

I 2* 



20 Erster Abschnitt. Die Lehre von den 

Von einer solchen Quaternion zeigt nun Hamilton, dass ,sie immer 
darstellbar ist in der Form 

- = t [cos (a b) + i sin (a b)] , 
a 

wobei t das Längenverhältniss von b zu a ist, dass also 

b = a t [cos (a b) + i sin (a b)]. 

Durch Einführung des j erweitert sich diese Formel in die allgemeinere 

b = a t [Cos (a b) + j Sin (a b)]. 

Die rechte Seite ist dann der Ausdruck für die bekannte geometrische 

Summirung zweier Seiten eines Dreiecks. 

Und auch die allgemeine Form einer Quaternion 

- = w + iiX + i2y + i3Z, 

wobei w die Projection von b auf a ist, x, y und z dagegen die Projec- 
tionen einer auf a b senkrechten Strecke von der Grösse t sin (ab) in 
Bezug auf ein Coordinatensystem sind, das seinen Anfang im gemeinschaft- 
lichen Anfang von a und b hat , während i, , i2 und i^ drei (imaginäre) 
Einheiten sind , für welche das Quadrat gleich — 1 ist ; auch diese Form 
lässt sich verallgemeinern in 

b 

- = w + jiX-fJ2y + J3Z. 

Hierin sind die Buchstaben der rechten Seiten entsprechende Stücke, 
wie oben , nur sind überall schiefe Winkel zu Grund gelegt, während j„ 
J2 und J3 drei Eichtungs-Coefficienten vorstellen von ähnlicher Bedeutimg 
wie das j, dessen wir uns fortwährend in diesem Abschnitte bedient haben. 

8. — Ist der im Vorstehenden gegebene Werth von j durch Errathen 
oder durch Induction gefunden worden? wird man wol fragen. — Vor 
5 Jahren, als der Verfasser den ersten Versuch anstellte, einen Werth des 
j zu finden, der die Moivre'sche Formel auf longimetrische Functionen 
übertragbar machte, scheiterte derselbe. Im Laufe des vorletzten Winters 
ergab sich , däss für longimetrische Functionen , d. h. für X = 0, j den 
Werth 1 hat, mit der Eigenschaft eine damit multiplicirte Gerade parallel 
zu .sich um die Länge 1 zu verschieben, und damit war dort die Bahn 
gebrochen. Von der Ueberzeugung oder Hoffnung ausgehend, dass auch 
für die allgemeinen goniometrischen Functionen es einen gewissen Kich- 
tungsfactor j geben müsse, nahm der Verfasser nun die von H. Professor 
Drobisch zuerst angegebene Ableitungsmethode für die Bedeutung der 
imaginären Einheit zu Hilfe und fand dadurch den Werth von j auf fol- 
gende Weise. 

Die Strecken -|- a und — a sind von entgegengesetzter Eichtung. 
Diese Eichtungsver-schiedenheit ist also ausgedrückt durch den Factor (-!)• 
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"Weicht dagegen die Strecke b.^ von der Strecke a um den Winkel X ab, 
so kann man mit Herrn Prof. Drobisch schliessen, dass 

a^ = a.f(A). 

Diese Function f{X) muss so beschaffen sein, dass 

a«+^ = a.fW.f(iS) = a.f(« + i9), 

oder dass f (a + /?) = f («) . f {ß), und dass allgemein 

f(a+ß + r + ... +^) = f(«).f(iJ)....f(^) 

ist. Wird hierin a = ß = = ^, so ist 

f(ma) = f(a)™. 

Diese Foimel ergiebt für a = 1 

f(m) = C", 

wenn wir f(l) mit C bezeichnen. Der Beweis der Richtigkeit dieser For- 
mel, wenn m gebrochen oder irrationel ist, findet sich in Schlömilch's 
Compendium der höheren Analysis. Es ist mithin allgemein 



und da, für X = ti^ 
ist, so haben wir 

also 



f H = - 1 

C^==-l, und C = (-l)^, 



C^ = ( — 1) ^ = (cos TT 4- i sin tt) "^ == cos X -f i sin X. 

&. — Aus der Functionengleichung {{a-\- ß) = f (a) . f (ß) kann man 
aber auch nach der von Professor Schell in seiner Mechanik gegebenen 
Ableitung den Werth von f (A) folgendermassen finden. 

Es ist 

i{a + ß)^{{a)=.f{a)J(ß)-{{a) = f{a)[f(ß)-ll 

und mithin 

f(« + i3)-f(«) _ IHß)-!] . 

ß — H«> • ß 

Lässt man hierin ß = werden, so erhält man 

f'(«) = f(«).B, 

wenn man mit B den Werth bezeichnet, den ^^^ für ß ^ annimmt. 

Aus der letzten Gleichung ergiebt sich 

lf(«) = Ba + C, 
also 

f(a) = ec eBa==A.k«, 

wenn wir eC mit A und eß mit k bezeichnen. 
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Da nun a f (0) = a . 1 ist, so muss f (0) = 1, mithin A k« = 1 seiii^ 
mithin ist 

f(a) = k«. 



Für a = n ist aber 
daher ist 


f («) - 1, 




k* — -1 


und 


1 


also allgemein 


k = (- 1) -, 






= [cos (2n -t- 1) 7r+ i sin (2 n + 1) nY 
= cos (2n + 1) ;i + i sin {2n + 1) X. 

Hiervon ist der von und jCrüher benutzte Werth 

j = cos X + i sin X 
ein besonderer Fall. 

10. — Der Werth von 

« 

j = (-1)^ = cos (2n + 1) ;l + i sin (2n + 1) A 
ist vieldeutig. So finden wir z. B. für A = V3 7r 

j, = cos g- -|- 1 sm y, 

jj =- cos TT -|- i sin TT, 

5 5 

J3 = cos y JT -f i sin y TT ; 

und doch ist, wenn wir unter i den Factor verstehen, der die Moivre'- 
sehe Formel auch für allgemeine Winkelf unctionen mit der Basis Vstt giltig 

sein lässt, oder auch den Factor, der eine Strecke um den Winkel-^ 

o 

dreht, für j nur der Werth 

cos V8^ + isin VsTT 
zulässig. 

Eine Erklärung des Hinzutrittes der beiden übrigen Werthe des j wird 
wol anknüpfen müssen an eine Eigenthümlichkeit der Winkeltheilung. 
Die Schenkel des spitzen Winkels y stellen ausser dem Winkel y noch 
dar die Winkel 

^-\-2n^ 9-f-^^» . . . ., y + 2n7r etc., 
wenn die ursprüngliche Drehungsrichtung und derselbe Strahl als Anfangs- 
schenkel beibehalten werden. 
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Halbirt man diese Winkel, so erhält man 

V25P, ^29 + ^? */2 9p-|-27r, V»gp4^37r, . . . ., V2y + n7r etc. 
Von diesen Winkeln decken die Schenkel des ersten, dritten etc., sowie 
des zweiten, vierten etc. Winkels einander. 

Die Dreitheilung der ersten Winkelreihe 'führt dagegen auf 

*/8 y , %^ -\-%7F^ ^/s y + */3 ;r, 

^39 + 4^-, ^/3y + ^*'3 7r, ^39 + ^*'^^ etc. 

In der Construction reduciren sich diese sämmtlichen Winkel auf die drei 
ersten. 

Allgemein gelangen wir so zu n verschiedenen Werthen, wenn wir die 
Winkel, deren Schenkel mit denen >des Winkels 9 zusammen fallen, in n 
gleiche Theile theilen sollen, nämlich zu 

11,21,4 1 , 2n-2 

— cp, — qpH TT . — cpH TT, . . . ., — ep -\ TT. 

n^n^'n n^'n 'n^ n 

Wenn wir nun von k sagen, es sei der dritte Theil von ;r, so könnte 
es demnach sein 

und es könnte dann j die Werthe, die wir oben fanden, nämlich 

(-1/'», (-1/, (-1)'/' 

annehmen. Sobald wir aber von den drei Werthen, welche die Dreitheilung 
von TT ergiebt, den einen von 60 ^ herausgreifen, dann muss auch j eindeu- 
tig gleich 

cos600 + isin600 
gesetzt werden , und es ist folglich allgemein j der eindeutige Werth 

j .= cos A + i sin L 
11. -- Es könnte Schliesslich scheinen ,* als seien die Drehfactoren j 
doch eigentlich nur complexe Ausdrucke gewöhnlicher Art, und i, der Dreh- 
factor für X = '/2jr, hätte einen gtewis^en Vorrang, indem alle anderen 
j nur Functionen desselben sind. Dem ist nicht so, wie sich am leich- 
testen dadurch ergiebt, dass sich zeigen lässt 

j.^ = '^Cosy + j^'^Sin9, 
also auch z. B. 

i = -^Cos V2 ;r -f- j>i Sin V2 tt. 
^ Denn wenn wir mit j ^, und j;^ die Eichtungscoefficienten für die Winkel 
9 und X bezeichnen, so ist 

j^ =cos9) + isiny, 

! j^ = cos A + i sin A , 

' mithin 

j . sin A — j;i^ . sin y = cos 9 sin A — sin 9 . cos A = sin (A— 9). 
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Und daraus 

. sin {X -^ y) , • siny 

^9>~ shik ^•''^sini 

= ^Cos y + Ja ^^^^ 9- 

Es ist also ganz allgemein jeder dieser Bichtungsfactoren ausdrückbar 
durch einen beliebigen anderen, und es kommt dem Werthe i, d. h. dem 
j für den Winkel Ve^r, kein weiterer Vorrang vor einm anderen j zu, als 
dass wir länger mit ihm bekannt sind. 

12. — Von der Gleichung 

j^ = '^Cos9+j;t '^Siny 
scheint die Ausnahme zu existiren, wonach für 1 = 

j^=oCosy4-j,osiny 

zu keinem bestimmten Besultate führt, indem für jedes endliche f 

oCos gp = — OD. 
Betrachten wir jedoch 

oCosy + Jo^Siny 
als Grenzwerth von 

^Cosy + j^ ^Sin y, 

so finden wir j,^ folgendermassen 

j^=^Cosijp + j^'^Sin5p 

= ^Sin(A — 9>)+j^'^Sin9> 

sin (X — 9p). .. sin y 

. sin;i ' ''^ sin X 

sin {X — y) -\- {— 1) ^ sin y 

sin ^ 

Setzt man hierin A = Null, so wird die rechte Seite zu Null durch 
Null. Mit Anwendung der Diflferentialrechnung finden wir 

. _ cos (A — y) -f ^""^ sin 9 (—1) "^ i ( — 1) 
•*9» cösl 

für A = 0. Diess giebt • • 

j^ = cos y + sin y . — 1(— 1). 

Und da 1(— l) = 7ri, so erhalten wir ganz richtig 

j« = Cös y + i sin y. 
Es ist also in der That 
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j^ =0Cosy + jo0Sin«)p, 
aiithin z. B. auch die eigenthüiDliche Oleichung 

i = oCosV2 7r + JoOSinV2;r. 

13. — Die vorstehenden Betrachtungen geben zugleich Aufschluss 
aher die geometrische Bedeutung der allgemeinen complexen Ausdrücke 
von der Form^ 

u = a + j b. 

Es ist die rechte Seite dieser Gleichung die Summe zweier Strecken 
a und b, von denen letztere unter dem Winkel X von der Eichtung der 
Strecke a abweicht. Daher ist u die* dritte Seite in einem Dreiecke, dessen 
zwei andere Seiten a und b den inneren Winkel tt — A bilden. 

Dieselbe Gleichung kann aber auch betrachtet werden als Ausdruck 
für die Diagonale u eines Parallel ogrammes , dessen Seiten a und b den 
Winkel X bilden. Der reducirte Ausdruck 

u = Va2 + b2 + 2abcösl('^Cosy+j;^ '^Siny) 

giebt dieselbe Strecke u, zeigt aber auf der rechten Seite die Länge dieser 
Strecke und zugleich den Winkel g> unter dem dieselbe gegen a geneigt ist. 

Diese Erklärung der complexen Ausdrücke giebt auch Aufschluss 

darüber, dass wenn 

a + jb=c + jd, 

nothwendig 

a = c 

und 

b = d 

sein muss, weil sonst die durch jene complexen Ausdrücke dargestellten 

Strecken nicht gleiche Grösse und gleiche Neigung gegen a resp. c hätten. 



§. 13. Die longimetrischen Functionen als besonderer Fall der aUgemeinen 

Winkelfnnctionen. 

Von den Winkelfunctionen sind, soviel dem Verfasser bekannt, bis jetzt 
nur die gemeinen goniometrischen Functionen, d. h. Winkelfunctionen mit 
der Basis X=^l27f näher untersucht worden. Die für dieselben giltigen 
Ausdrücke ergeben sich aus den von uns abgeleiteten Formeln, indem man 

darin X=-^ setzt. Wir stellen dieselben hier nicht auf, da sie in jedem 

Lehrbuch der Goniometrie zu finden sind. Einer ganz besonderen Beach- 
tung sind aber daneben noch werth die Functionen, welche sich ergeben, 
wenn man A = oder = tt setzt. 

Wird der Basis -Winkel X'zn Null, so haben die Functionen eines 
endlichen Winkels ß keine rechte Bedeutung mehr, weil dann Sin ß und 
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Cos ß onendlieh gross werden. Wol aber ergeben sich jetzt beachtens- 
werthe Resultate, wenn ß und k sich beide der Nnll nähern. Für uneoi* 

lieh kleine Winkel ß und X reducirt sich 
die Fignr (5) auf die Strecke a b , welche 
durch den Punkt c innerlich oder äusser- 
lich getheilt wird; und zwar sieht man, dass 
für ^ <1 i der Punkt c zwischen a und b 
liegt. Dass für /? > X der Punkt c ausser- 
halb der Strecke a b auf der Seite von b, 
dass «endlich für n^ative Winkel ß der 

Punkt c ausserhalb ab^ aber 
auf der Seite von a 11^ 
.y (Siehe Figur 6, 7 und 8.) 



(^) 






Fig. 7. 




/rt^ 



Fig. 8. 



ist. 



Die Strecke a c ist jetzt eine Art (relatives) Mass für den unendlich 
kleinen Winkel ß im Vergleich zu dem ebenfalls zu Null werdenden Winkel A, 

für welchen a b als Mass gilt, indem . f = f ^ ] = — ^ 

^ sm X \k J ab 

Da aber von diesen Nullwinkeln nur noch die zusammenfallenden 
Schenkel sichtbar sind, so kann man ganz von den Winkeln absehen, in- 
dem man nur die Strecken ac, cb und ab in's Auge fasst, und nun die 
Quotienten 



ac 



cb 



ac 



ab' ab' cb 

bezüglich Sinus, Cosinus und Tangente der Strecke a c oder des Punktes c 
in Bezug auf a b nennt. Damit sind wir aber bei den im folgenden Ab- 
schnitt ausfuhrlich für sich zu untersuchenden longimetrischen Functionen 
angelangt. 

Wird dagegen der Basiswinkel X zu w:, statt zu Null, (Fig. 9, 10 
und 11), so wird dadurch an dem Wesen der longimetrischen Functionen 
eine ähnliche Aenderung herbeigeführt, wie wenn man bei aUgemeinen 
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iVinkelfunctionen n — X statt X als Basiswinkel annimmt. Es vertauschen 
kierbei, für endliche Winkel jJ, diese Winkel ihre Functionen mit denen 




Fig. 9. 




Fig. 10. 




Fig. 11. 

der Nebenwinkel. Für ß = und k = n ergeben nämlich die positiven 
ß Punkte c (siehe Fig. 9) auf der Seite von a ausserhalb a b, während 
negative ß (Fig. 10 und 11) nur zu Punkten c fuhren innerhalb a b und 
ausserhalb nach der Seite b zu. Etwas wesentlich Neues wird dadurch 
aber nicht für die longimetrischen Functionen' herbeigeführt. 
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Von den longimetrisclien Fnnctionen. 

Da die longimetrischen Functionen, ein besonderer Fall der allgemeinen 
goniometrischen Functionen, eine eigenthümliche Wichtigkeit haben, so 
werden wir die Betrachtungen dieses Kapitals so durchführen, dass die- 
selben auch verständlich sind, ohne dass man vorher die allgemeinen Lehren 
des ersten Abschnittes durchzugehen hätte. 

§. 14. Definition der longimetrischen Functionen. • 

1. — 'Theilt man eine Strecke a b innerlich oder äusserlich durch 
einen Punkt c, so ist, mit Berücksichtigung des Vorzeichens, stets 

ac + cb = ab. 
Die Eichtigkeit dieser Gleichung, wenn c auf der Verlängerung der 
Strecke a b liegt, ergiebt sich daraus , dass dann die Strecken a c und c b 
entgegengesetzte Eichtungen und somit verschiedene Vorzeichen haben. 
Die sechs aus den Strecken 

ac, cb, ab 
gebildeten Quotienten 



ac 


cb 
ab' 

ah 


ac 


ob' 
ab 


cb ' 
cb 



ac cb ac 
werden wir in Folgendem bezüglich 

Sinus, Cosinus, Tangente, 
Cosecante, Secante, Cotangente 
der Strecke a c in Bezug auf a b nennen und dieselben durch 

Sin acb. Cos acb, Tang acb, 
Cosec acb, See acb, Cotang acb, 
oder auch kürzer mit 

Sin ac, Cos ac etc., 



j 
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und wenn keine ündeutlichkeit daraus hervorgehen kann, meist kurz mit 

Sin c, Cos c etc. 
bezeichnen. * 

Unter dem Sinus einer Strecke wird man daher allgemein den Quotienten 
dieser Strecke durch eine andere als Basis dienende Strecke von paralleler 
Kichtung verstehen. Die übrigen Functionen der Strecke sind dann leicht 
zu definiren. 

Zusammen werden wir obige Quotienten longimetrische Functionen 
heissen. Einer Verwechselung dieser. Functionen mit den goniometrischen 
kann man dadurch vorbeugen, dass man die Winkel immer mit griechischen 
Buchstaben bezeichnet, und bei den gemeinen goniometrischen Functionen 
die Abkürzungen sin, cos etc. mit kleinen Anfiangsbuchstaben schreibt. 

Die Unbestimmtheit, die den longimetrischen Functionen einer Strecke 
a c dadurch anhaftet, dass in Bezug auf die Länge der Strecke a b keine 
feste Bestimmung getroffen ist, könnte dadurch zum Verschwinden ge- 
bracht werden, dass man a b gleich der Längeneinheit setzte. Die gonio- 
metrischen Functionen sind übrigens, wie die früheren §§. lehren, auch 
vieldeutig; und die gemeinen goniometrischen Functionen eines Winkels 
erhalten ihre Bestimmtheit nur durch die Festsetzung einer Winkeleinheit, 
und zwar hier des rechten Winkels. 

2. — Die longimetrischen Functionen sind Streckenquotienten, mithin 
unbenannte Zahlen, von denen, falls a b gleich der Längeneinheit ist, der 




Fig. 12. 

Sinus durch a c , der Cosinus durch c b nach Grösse und Richtung darge- 
stellt werden. Auch die übrigen Functionen lassen in diesem Falle eine 
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einfache geometrische Darstellttng zu. Errichtet man nämlich (Fig. IS 
in a , b und c Senkrechte auf a b , macht sodann auf der Senkrechten ij 
c die Stücke cq = ac, und cc2 = cb, zieht femer ac2 ^^^ ^^^^^ Schnifi 
b| auf b b] und b q bis zum Durchschnitt a, auf a aj , so ist Tang c = a o« 
Cot c = b b| ; endlich, wenn man noch a b == a aj und b e = b b, gemacht 
so ist See c == b b ; Cosec c =^ a e. 

Bei der Herleitung der goniometrischen Functionen eines Winkels isl 
es einerlei, von welchem Punkte des einen Schenkels man unter den 
Basis- Winkel X gegen den andern Schenkel zieht. Etwas Analoges ergieU 
sich für die longimetrischen Functionen des Punktes c dadurch, dass mai 
durch die drei durch a, b und c gezogenen Parallelen a, b, c eine Tran» 
versale m zieht. Die auf derselben zwischen den genannten Parallelai 
liegenden Strecken ergeben, in richtiger Weise durch Division mit einanda 
verbunden, ebenfalls die oben definirten longimetrischen Functionen. Die 
mehrfach genannten Quotienten sind jetzt Verhältnisse der Streifen a h, 
ac, cb, wie denn longimetrische Functionen überall da in Anwendung 
kommen können, wo es sich um Verhältnisse der Stücke eines in zwei 
gleichartige Theile zerlegten Ganzen handelt, für welche die Gleichung 

ac + ca = ab 
allgemein Anwendung findet, z. B. auf Winkel und Kreisbogen ganz direct 

3. — Die Werthe sämmtlicher longimetrischer Functionen schwanken | 
zwischen — co und 4-c^- Sie sind die Grenzwerthe für die allgemeinäij 
goniometrischen Functionen. Denn während bei den genjeinen Winkel- 
Functionen die Sinusse und Cosinusse zwischen — 1 und -|- 1 enthalten; 
waren, während die allgemeinen goniometrischen Sinusse und Cosinusse! 
zwischen — cosec ;i und + cosec X sich bewegten, d. h. schon einen erwei- 
terten Spielraum hatten, so giebt es für die longimetrischen Sinusse und 
Cosinusse keine Grenzen innerhalb der reellen Zahlreihe von — oo bis 
+ oo. Aehnlich ist es bei den andern Functionen. 

Bezeichnen wir die drei Theile der unbegrenzten Geraden, welche 
durch ab bestimmt ist, mit den Namen Mittelstrecke, linker Strahl uni 
rechter Strahl, so haben die Functionen der Punkte der Mittelstrecke 
positives Vorzeichen. Für die Punkte des linken Strahls sind nur die C 
Sinusse und Secanten positiv, für die des rechten Strahls nur die Sin 
und Cosecanten. 

§. 15. Abhängii^keit der longimetrischen Functionen desselben Punktes 

von Einander. 

Der Zusammenhang unter den longimetrischen Functionen desselbop 
Punktes oder derselben Strecke ergiebt sich leicht dadurch, dass man die 
Grundgleichung 
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ac + cb = ab 
er Beihe nach durch die einzelnen Glieder derselben dividirt. Wir erhal- 
dn so 

Sin c + Cos c = 1, 
1 + Taug c = See c, 
1 + Cot c = Cosec c. 
Diese drei Gleichungen, in Verbindung mit 

Sin c . Cosec c = 1, 
Cos c . See c = 1 , 
* Tang c . Cot c = 1 , 

gestatten es, jede longimetrische Function durch jede andere auszudrücken. 
So ist z. B. 

Cos c = 1 — Sin c, 
Tgc 



Sin c = 



1 + Tgc 



§. 16. Die longimetrischen Functionen eines Aggregates. 

1. — Wenn wir oc ± ab kurz mit c±b bezeichnen, so gelten für 
lolche Binome folgende SätzQ. Es ist 

(1) Sin (c - b) = Sin c . Cos b — Cos c . Sin b , 

(2) CQs{c + b) =Cosc.Cosb-Sinc.Sinb, 

(3) Sin (c + b) = Sin c . Cos (— b) + Cos c . Sin b 

=- Sin c . Cos b + Cos (— c) . Sin b 

— Sin c . Coab -|- Cos c . Sin b + 2Sin c . Sin b, 

(4) Cos(c-b) =Cosc.Cos(-b) + Sinc.Sinb 

~ Cos c . Cos (- b) — Sin c Sin (— b) 

= Cos c . Cos b + Sin c . Sin b + 2Cos c . Sin b, 

(5) Tang(c-b) = (Tgc-Tgb):(l + Tgc.Tgb + 2Tgb), 

(6) Tang (c+ b) = (Tg c + Tgb+2Tg c . Tg b) : (1-Tg c . Tg b), 

m S.cfc bW14-T^rc wx 1+Tgc-fT gb + Tgc.Tgb 
(7) Sec(c-b)-l+Tg(c-b)==-j-^^^^p-^^^y-, 

Die Herleitung der vorstehenden Formeln bietet keine Schwierigkeit. 
Für Sin (c — b) z B. ist 

o. / ^v bc ac — ab ac ab 
'au ab ab ab 

= Sin c — Sin b 

= Sin c - Sin c . Sin b + Sin c . Sin b — Sin b 
=-Sinc(X— Sin b) — Sin b(l — Sine) 
= Sin c . Cos b — Cos c . Sin b. 
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Es ist ferner 

Cos (c + b) = 1 — Sin (c + b) 

= 1 — Sinx — Sin b =: Cos c — Sin b 
= Cos c — Cos c Sin b + Cos c Sin b — Sin b 
= Cos c . Cos b — Sin c . Sin b. 
Sodann haben wir 

Sin(c4-b)=Sinc + Sirib 

= Sin c (1 - Sin b) + Sinb(l + Sine) 
= Sin c . Cos b + Sinb » Cos (— c) 
oder, da 1 + Sin c = Cos (— c) = Cos c + 2Sin c, 

Sin(c + b)=Siiic.Cosb + Cosc.Sinb + 2Sinc.Sinb. 
Endlich ist 

Cos(c — b) = l-Sin(c — b) 

=r 1 — Sin c . Cos b + Cos c Sin b 

= Sin c -f Cos c — Sin c . Cos b + Cos c Sin b 

= Sine. 8in-b + Cos c(l + Sin b) * 

= Sin c . Sin b -|- Cos c . Cos ( — b) 

= Cos c . Cos b + Sin e . Sin b + 2Cos e . Sin b. 

2. — Aus den Formeln für die longimetrischen Functionen von Sum- 
men und Unterschieden ergeben sich noch folgende Beziehungen. 

(1) Sin 2e = 2Sin e . Cos e + 2Sin c« = 2Sin c, 

(2) Cos 2 e = Cos e^ — Sin e2, 

(3) Sin c + Sin b = Sin (c + b") = 2Sin V2(e + b), 

(4) Cos e + Cos b = 2 Cos % (e + b), 

(5) Cose— Cosb = — 2SinV2(c — b), i 

(6) 1 + Cos e = 2 Cos V2 e, 

(7) 1 — Cos e = 2 Sin V2 e. 
Alle diese Formeln, deren Ableitung keine Schwierigkeit darbiei 

und die oft nur ein anderer Ausdruck für einfache Streckenbeziehungi 
sind, ergeben sich leicht aus den allgemeinen goniometrischen Forma 
indem man dort X gleich Null annimmt und zugleich in den Formeln, wori 
gewöhnliche goniometrische Functionen vorkommen, den Amplituden d« 
selben den Werth giebt. So wird z. B. 

Cos 9 + Cos i/> == 2 Cos V2(9P -[- \p) . cos ^2(9 — \p) 
zu Cos e + Cos b = 2 Cos ^/2 (e + b), 

indem cos ^2(9 — i/;) == cos = 1 gesetzt wird. 

Beispielsweise führen wir auch an, dass die bekannte Streckenbezieh 

ttb.eb + bc.ab + ea.bb = 
nur ein anderer Ausdruck des Satzes 

Sin (e — b) =r Sin e . Cos b — Cos e . Sin b 
ist. 
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Obige Streckengleichung lässt sich nämlick auch so schreiben 

a6.cb = cb.ab + cic.bb. 
Durch Division mit ab^ erhält man hieraus 



oder 



cb cb 


ab 


ac 


bb 


ab ab 


ab 


ab 


ab 


bc ac 


bb 


cb 


ab 



ab ~~ ab ab ab ab' 

und letztere Gleichung ist identisch mit 

Sin (c — b) = Sin c . Cos b - Cos c Sin b , 

so dass wir also auch umgekehrt diese Formel zur Herleitung der obigen 
Gleichung benutzen könnten. 

§. 17. Beziehung der longimetrischen zu den gemeinen goniometri sehen 

Functionen. 

1. — Eine eigenthümliche Beziehung zwischen den gemeinen gonio- 
metrischen Functionen und den longimetrischen ergiebt sich durch fol- 
gende Betrachtung. 

Der longimetrischen Eelation 

Sin c + Cos c = 1 

entspricht bei den gemeinen goniometrischen Functionen die Gleichung 

sin 7^ _|_ cos y2 = 1. 

Setzen wir nun sin y^ = Sin c, so wird auch cos y^ = Cos c, tgy^ 
= Tg c etc. 

Den Winkel y kann man aber, so lange c zwischen a und b ist, leicht 
constniiren. Beschreibt man nämlich (Fig. 13) über ab als Durchmesser 

einen Kreis, errichtet in c das Loth bis zur Peri- 
pherie des Kreises, so ist y gleich dem Winkel 
abc' oder auch = ac'c. Denn es ist 
o. ac ac ac' . „ 

Sm C = — r- = i r- = sin y^. 

ab a c' ab ' 

Durch diese Gleichung ist eine Beziehung 
^^' ^^- zwischen jedem an dem Punkt b gelegenen Winkel 

y und einem zwischen a und b gelegenen Punkte c gegeben. Nicht aber 
ergiebt jeder Theilpunkt der Strecke ab einen reellen Winkel. Zu den 
ausserhalb der Strecke ab gelegenen Punkten der Geraden ab gehören 
nämlich theilweise negative longimetrische Functionen, und da diese gleich 
den Quadraten der entsprechenden Winkelfunctionen sind, so müssen 'die 
Winkel dieser letzteren imaginär sein. 

Unverzagt, Qaatemionen. 3 




'41^ 
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2. — Wir wollen an einer Aufgabe zeigen, wie imaginäre Lösung^ 
in Bezug auf Winkel eine reelle Bedeutung erlangen können durch Em- 
führung longimetrischer Functionen. Der Aufgabe der Theilung einer 
Strecke nach dem goldnen Schnitte kann man folgende Theilung des rech- 
ten Winkels gegenüber stellen. Es soll der rechte Winkel so zerlegt wer- 
den, dass der Sinus des einen Stückes das geometrische Mittel zwischen 
dem Sinus des ganzen Winkels und dem Sinus de3 anderen Stückes ist. 
Es ist dann 



TT 

sm -TT- 



: sin ^-|- — n = sinT-J - J j : sin t, 



oder 

1 : cos I = cos 5 : sin 5 , 
mithin 

cos 5^ = sin f , 
und hieraus 

cosS* + cos 52 — 1=0, 
also 

cos 52 = 1/2 (- l±|/5). 

Von diesen Lösungen ist nur die eine reell; die andere ergiebt ima- 
ginäre J. Setzt man aber cos 52 = Cos je, so ist Cos y = V2 (— 1 ± j/5). 
Diese Lösung stellt zwei Punkte dar in der Entferung 

— l±j/5 
2 
von b aus, und zwar sind dies die Punkte, welche die für longimetrische 
Functionen gestellte Aufgabe lösen, einen Punkt j zu finden, für welchen 

Sin ab : Sin yb = Sin yb : Sin af 
oder 

1 : Cos y = Cos y : Sin y. 

§. 18. Longimetrische Functionen mit beliebiger Basis. 

Bei den bisherigen Betrachtungen haben wir als Basis der longime- 
trischen Functionen die Längeneinheit angenommen. Wie man mm bei 
den goniometrischen Functionen vom rechten Winkel als Basis zu einem 
schiefen übergehen konnte, so kann man auch bei longimetrischen Func- 
tionen eine Länge a b| = A als Basis gegenüber von a b = 1 einführen 
und nun nach den Functionen des Punktes c fragen. -Es ist jetzt 

jo. ac ac:ab sine sine 

Sin e = = = = 

a bj a bi : a b sin b^ sin X ' 

wenn wir auch hier einmal vorübergehend die Functionen mit der Basis 1 

mit kleinem Anfangsbuchstabe schreiben. Ferner ist dann 

;p^« . cb, _ cb,:ab _ sin (b ^ - e) _ sin(A — c) 

vUö l. — =- — — — r r- — ; 1 : — z • • 

a bi a bi : a b sm A sin X 
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Sodann ist 



^ sin (A - c) tg A — tg c sin X ' 



Ä.usserdem ist 

^'Cos c = ^Sin (X — c), ^Sin c = ''Cos (A-c) etc. 

Die Formeln für Functionen von c ± b bleiben für die Basis A dieselben 
wie für die Basis 1. 

Dasselbe gilt von den übrigen von uns für die longimetrischen Func- 
tionen aufgestellten Ausdrücken. 



Anwendung der longimetrischen Functionen in der 

analytischen Geometrie. 

§. 19. Bestimmung der Lage eines Punktes mit Hilfe paralleler Axen. 

1. — Als Coordinaten eines Punktes m kann man den axenparallelen 

Abstand u desselben von der Geraden y ij (Fig. 14) betrachten in Verbin- 
dung mit dem Verhältniss, in 
welchem der Fusspunkt der 
Strecke u den Abstand j p theilt. 
Betrachtet man nämlich die 
Strecke f p als die Einheit, so 
kann irgend eine longimetrische 
Function des Fusspunktes gleich 
V gesetzt als zweite Coordinate 
des Punktos m angesehen wer- 
den. Dann hat eine Gerade m, 
welche auf den durch y und ^ 

gezogenen Parallelen, die wir die Axen nennen wollen, die Stücke a und 

b abschneidet, die Gleichung 

u = a Cos m + b Sin ni, 

wie sich leicht aus dem bekannten Satze für cartesische Ordinaten ergiebt, 

wonach 

^ ^172 + ^2 y 1 




Fig. 14. 



m^ + m2 

die Ordinate des Punktes ist, der den Abstand der Punkte x^ y^ , Xj y2 im 
Verhältniss von mi : mj theilt. 
Diß Gleichung 

u = a Cos m + b Sin m 
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lässt sich leicht rnngestalten in 

n = a -|- (b — a) Sin m 
oder 

n = b + (a — •>) Cos m. 

Dieses Coordinaten-System bat Aehnlichkeit mit den Polarcoordinaten, 
wobei ein Punkt durch einen Winkel und eine Strecke festgelegt wird, und 
man vermag mit seiner Hilfe ebene geometrische Gebilde zu untersachen. 
2. — Setzt man 

u Cos m = I, 
u Sin m = y 
und trägt diese Strecken auf den durch ; und 9 gezogenen Äxen ab, indem 
man sie die longimetrische Projectionen von u auf diese Axen 
nennt, so ist es möglich, mit den neuen Coordinaten x und y ebene 
geometrische Gebilde zu untersuchen; diese Coordinaten haben nur den 
Nachtheil, dass sie eine Cur?e, die in cartesischen C^rdinaten vom Grade 
ist, darstellen durch eine Gleichung vom ^rade 2n. So hat die Gleichung 
der Geraden, wie sich leicht durch Transformation aus 

u = a Cos m -f b Sin m 
ergiebt^ die Form 

(1 + y)2 = ai + by, 
und die des Kreises ist 

(I + y)* = 4r2 xy, 
wenn 2r der Abstand der beiden Axen ist. Die Bückfahrung dieser Glei- 
chungen auf solche vom ersten und zweiten Grad lässt sich dadurch be- 
wirken, dass man 

^ — ^ __L__„ 



(x + y)a - (x + y)2 

setzt. Die Werthe | und 17 sind die reciproken Werthe der Abschnitte, 

die man auf den Axen erhält, wenn man von den Fundamentalpunkten 1) 

und f aus durch den Punkt m zieht, und obige Gleichungen werden jetzt 

zu a J + bi/= 1 

und 

4r2Ji7=:I. 

^ und 17 lassen sich übrigens auch als die Cotangenten der Winkel 

auffassen, welche die von p und ; nach m gezogenen Strahlen mit dei 

Mittellinie bilden. 

§. 20. Parallele Gradencoordinaten. 

1. — Zieht man durch zwei feste- Punkte y und 9, deren Abstand e 
heisse, zwei parallele Geraden, die wir die Axen nennen wollen, während 
die durch ; und 9 bestimmte Gerade den Namen der Grund- oder Mittel- 
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linie des Coordinatensystems führen möge (siehe Fig. 14), so ist jede Ge- 
rade m in der Ebene der Axen ihrer Lage nach bestimmt durch die 
auf den Axen bestimmten Schnittpunkte. Da diese Punkte selbst durch 
ihre Abstände von ; und x) fest gelegt sind, so werden wir diese mit x 
und y bezeichneten Strecken die Coordinaten der Geraden m nennen. Zu- 
gleich möge auf der Geraden ; p die Richtung von ; nach y als die posi- 
tive gelten und die Coordinaten selbst mit dem positiven oder negativen 
Zeichen in Rechnung gebracht werden, je nachdem sie Stücke auf der 
einen oder der anderen Seite von % p angeben. 

2. — Aus den Coordinaten x und y einer Geraden ist es leicht, die 
Lage des Schnittpunktes tn^ derselben mit der Mittellinie zu finden. Es 
ist nämlich 

wobei mo als Theilpunkt der Strecke ; r) gilt. Die goniometrische Tan- 
gente des Winkels r dagegen, den die Gerade m mit der Grundlinie macht, 
ist, wenn die Axen senkrecht zur Mittellinie sind, 

welcher Ausdruck sich auf y — x reducirt, falls e = 1 ist. 

• 3. — Ist eine Gerade parallel zu den Axen, so sind ihre Coordinaten 
beide unendlich gross. In diesem Falle wird die Lage der Geraden durch 
die Tangente ihres Schnittpunktes auf der Mittellinie bestimmt; dieselbe 
ist gleich dem Grenzwerthe von 

X 

^— ^ • 

y 

4. — Durch zwei Geraden x,, y, und x^, yj ist ein Punkt bestimmt, 
dessen Gleichung wir später feststellen werden. Der Abstand dieses Schnitt- 
punktes von der Mittellinie ist 

^1 12 -^ ^2 yi 

^1 - yi + y2 — ^2 * 

Die Tangente des Schnittpunktes in Bezug auf den Abstand der bei- 
den Axen, oder die Tangente des Abstandes des Schnittpunktes von der 
X Axe, ist 

^a ~ ^1 

Ji-Jt' 
Die goniometrische Tangente des Winkels der beiden Geraden ist 

ih - yi) — (Xi — 72) 



e' + (ii-yi)(xa-ya) 
Zwei Geraden sind parallel, wenn 



e. 
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dieselben stehen senkrecht aufeinander, wenn 

(x2-y2) (xi— yi) = -e2. 
Die Coordinaten einer Geraden, die durch den Schnittpunkt von x, y, 
und X2 72 geht und welche die Axenstücke zwischen diesen Geraden iin 
Verhältnisse von kj zu k^ theilt, sind 

kj + ^a ^1 4" ^2 

5. — Den Inhalt /\ des durch drei Geraden x, jj, yj j-j^ X3 jg be- 
stimmten Dreiecks findet man, unter der Vorraussetzung, dass die Aien 
senkrecht zur Mittellinie sind, mittelst der Formeln 

± 2 A = lih — ^2) Sin a3 + (x^ — X3) Sin a, + (X3 — x,) Sin aj e, 

± 2 A = [(yi - y2) Cos a3 + {j2 — ya) Cos Qi + (73— y,) Cos a^] e, 

wobei das Zeichen + gilt, wenn die Geraden von links durch oben nach 

rechts aufeinander folgen und zugleich a3 der Schnittpunkt zwischen x, y, 

und x^ y2 ist. 

Diese Ausdrücke ergeben sich leicht als Aggregate der drei Dreiecke, 
welche je zwei Seiten mit einer der Axen bilden. 
Da nun 



'S 


Xl 


-X,' 






h 


x. 




Xi- 


-X, 


+ 72- 


■y, ' 




ya 


Jl 





xi — X2 + yj — yi 



also 

Sin 03 = 

Cos tta = 
80 ist mithin auch 

+ 2 A = e r ^^' ~ ^»^^ + _(^»_-_^3)*_ , i^i-h)' 1 
- " [x, -Xj-f yj -y, ^Xj— Xj + yj — yj^xj — X, +y,-y3j 

oder 

4. 2 A = e f ( y» ~ y»)^ I (y» - ys)* , (ya — yi)' 1 
~ ^ Ly) -yj + xj-xi "^y2-y3 + x3-xj"^y3-y,+xi-x3J 

Für den Inhalt P eines n-ecks ergiebt sich leicht 

+ 2P = -2: ^^- - ^- ^ '^' e. 

Xk — Xk-f 1 + yk-i-1 — yk 

für k = 1, 2, . . . n. 

Diese Formeln könnten eine praktische Verwendung finden bei der 
Ermittelung des Inhalts gewisser unzugängiger Flächen. 

Auch eine Formel für das Differential der Fläche einer krunmilinig 
begrenzten ebenen Figur lässt sich hieraus ableiten. 
' Viele dieser Ausdrücke werden einfacher, wenn man als Coordinaten 
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»iner Geraden x und z einführt, wobei z ^ y — x ist. Dadurch wird z. B. 

L z^ — Zj Z3 — Zj Zj — Z3 J 



1. 



§. 21. Polarcoordinaten der Graden. 

Zieht man durch- die Punkte j und ^, wo die Gerade m die 





%^ 






& 


.-p 


*^o 



Fig. 15. 



A.xen trifft, Geraden nach beziehungsweise % und f,„ so schneiden dieselben 

einander imAllgemeinen 
in einem Punkte m^ 
(Fig. 15), -durch dessen 
Angabe umgekehrt auch 
die Geradem bestimmt 
ist. Legen wir nun die- 
sen Punkt in Bezug auf 
unser Coordinatensystem 
dadurch fest, dass wir 
seinen Abstand u von 
Jq tjo angeben (diesen 
Abstand parallel zu den 
Axen genommen) und 
ferner das Verhältniss, in welchem ntj den Abstand der Axen theilt, so 
ist es leicht, mit Hilfe von u und einer longimetrischeu Function von m, 
die Werthe von x und y auszudrücken. Es ist nämlich allgemein, wenn 
wir in Zukunft einfach m statt m, schreiben, 

X = u . See m, 
y = u . Cosec m. 
Daraus folgt 

111 1 

1 = — (Cos m + Sin m) = — . 

X ' y u ^ ' ^ u 

Ueberdiess sieht man, dass u gleich der Hälfte der Strecke ist, die 

durch m parallel zu den Axen geht und von der Geraden m und der 

Mittellinie %^ p,, begrenzt wird, d. h. gleich der Hälfte des harmonischen 

Mittels aus x und y. Es ist nun ein Leichtes, eine in x und y gegebene 

Gleichung in eine solche mit u und m zu verwandeln. So ist z. B. 

X y = + k2 

die Gleichung der Ellipse oder der Hyperbel, je nachdem man die rechte 

Seite mit positivem oder negativem Zeichen nimmt. Daraus ergiebt sich 

sofort 

u2 See m . Cosec m = ± k^ 
oder 

u2 = + k2 Sin m . Cos m 
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als die Polargleichnngen der genannten Kegelschnitte in Linien- 
coordinaten. 

2. — Ein den Polarcoordinaten des Punktes viel näher stehendes 
System von Geradencoordinaten erhält man, wenn man die in §. 20 erör- 
terten Goordinaten x und y ersetzt durch 

X =i= u Cos m, 

y = u Sin m, 
so dass also u und m bestimmt sind durch die Gleichungen 

X + y ^ u, 

^=Tgm, 

Beziehungen, die denen zwischen den Polarcoordinaten des Punktes und 
seinen rechtwinkeligen cartesischen Goordinaten sehr ähnlich sind. 

Ist jetzt u und Tang m für eine Gerade m bekannt, so lässt sich 
deren Lage leicht finden. Man betrachtet Tang m als die longimetrische 
Tangente eines Punktes auf der Mittellinie ; denkt man sich dort u parallel 
zu den Axen angetragen, so führt die longimetrische Projection desselben 
auf die Axen (im Sinne des §. 19, 2) zu den Goordinaten x und y der 
Geraden. 

Die Polargleichung des Kreises ist jetzt 

u2 Gos m . Sin m = r*, 
wenn e = 2r ist. 

Jede Gleichung in Polarcoordinaten des Punktes bietet somit Stoff 

zur Untersuchung über die Bedeutung derselben Gleichung, die Variabein 

als Geradencoordinaten in einer der oben gegebenen Bedeutungen betrachtet. 

§. 22. Gleichung des Punktes. 

1. — Zieht man durch einen Punkt nty der Mittellinie Geraden, so 
gilt für deren Abschnitte auf den Axen die Gleichung 

oder y = — Got vXq . x. 

Steht dagegen ein Punkt m um p (parallel zu den Axen) von der 

Mittellinie ab, so ist für jede durch m gehende Gerade 

y — p = — Got m . (x — p) 
oder 

X Gos m + y Sin m = p, 

eine Gleichung, welche wir die Normalgleichung des Punktes nennen wol- 
len und welche identisch ist in der Form mit 'der bekannten Normalglei- 
chung der Geraden in cartesischen Goordinaten 

X cos a + y sin « = p. 
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Die Normalgleichung des Punktes lässt sich auch unmittelbar angeben 
mit Benutzung des Satzes in cartesischen Goordinaten, dass 

^ mi + m2 

die Ordinate eines Punktes ist, der den Abstand von y^ jj im Verhältniss 
von 1»! : m2 theilt. Ausserdem führen die drei Trapeze , deren parallele 
Seiten bezüglich x und p, p und y, und x und y sind, auch sofort zu der 
verlangten Gleichung. 

2. — Aus der Normalgleichung des Punktes m ergiebt sich leicht 

durch Division mit p 

Cos m , Sin m ^ 

X. f-y . = 1 

p ^«^ p 

oder 

a ^ b ^' 
worin die Strecken b und a die Axenabschnitte sind, welche man erhält, 
wenn man von jCq und ^^ aus durch den Punkt m Geraden an die y und 
X Axe zieht. Die Bichtigkeit dieser Gleichung lässt sich auch direct 
. nachweisen durch Betrachtung der Flächenstücke von dem Inhalt bx, ay 
und ab. 

3. — Giebt man der Gleichung 

a ' b 

die Gestalt 

X V + y w = 1, 

80 lässt sich zeigen, dass für constantes x und y diess die Gleichung der 

Geraden x y in Punktcoordinaten ist, während v und w, die Goordinaten 

eines ihrer Punkte, die reciproken Werthe der Abschnitte auf den Axen 

sind, die man erhält, wenn man von Po ^^^ h ^^ch diesen Punkt der 

Geraden x y zieht. (Vergl. §. 19, 2.) 

4. — Die Gleichung des Punktes giebt nach y aufgelöst 

y = — Got m . X + b, 
also 

y — kx + b. 

Wollte man für k auch die Tangente eines Punktes einführen, wie 

bei rechtwinkeligen cartesischen Goordinaten dieses k die Tangente eines 

Winkels ist, so liesse sich dies durch den Punkt erreichen, der in Bezug 

auf die Punkte Jq und % symmetrisch zu dem harmonischen Punkte von 

m^i liegt. 

5. — Aus der allgemeinwi Gleichung ersten Grades 

Ax + By = G 
erhält man die Normalgleichung durch Division mit A -f B. Ist A -f- B 
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gleich Null, so liegt der Punkt im Unendlichen, und zwar auf der Mittel- 
linie wenn C = o, andernfalls auf den einander parallelen Geraden, die 
mit der Mittellinie einen Winkel bilden , dessen trigonometrische Tangente 
— C : e A ist. 

§. 23. Bestimmung der Gleichung eines Punktes ans zwei Bedingungen. 

Zur Festlegung eines Punktes in der Ebene der Axen sind zwei Be- 
dingungen nöthig. Die Gleichung eines Punktes auf der Geraden Xj y, 
ist von der Form 

1. y-y, =k(x— X,). 

Die Gleichung des von diesem durch die Axen harmonisch getrennten 
Punktes der Geraden x, y, ist 

2. y — y, = — k(x — X,). 

Der zu dem ersten Punkte in Bezug auf die Axen symmetrisch ge- 
legene Punkt der Geraden x, y, hat die Gleichung 

3. y — yi=^(x — X,), 

und der hierzu harmonische Punkt ist bestimmt durch 

4. y-y, = --^(x~xO. 

Die Gleichung des Schnittpunktes der Geraden x, y, und Xg X2 ist 

5. y — yi ^ y2-"yi 

X -^ X| X2 *""" X| 

so dass die Cotangente des Schnittpunktes in Bezug auf den Abstand der 

Axen J2 — yi 

X, - 1^ 

ist. Diese Gleichung lässt sich auch geben in Form der Determinanten 

X, y, 1 

X,, yi, 1 =0. 

^2^ y2i 1 

6. — Ist F (x, y) = die Gleichung einer Curve in Coordinaten der 
Geraden, so ist, wenn x, y, die Coordinaten einer Berührenden dieser Gurve 

sind, 

dF dF 

• 

dy, ■ dx, 
die negative Tangente des Berührungspunktes in Bezug auf die Axen, daher 

(4f)(^-.'+(4f)(-^.>='' 

die Gleichung des Berührungspunktes der Geraden X| y,, während 
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(4f)(^-^.)-(4f)'-^.)=o 

lie Gleichung des Punktes ist, welcher für unsere Betrachtungsweise das 
^nalogon der Normale ist. 

§. 24. Folgerungen aus der Gleichung des Punktes. 

1. — Ist 

X Cos m + ySinnt — p = 
iie Gleichung des Punktes nt, und sind x^ und y^ die Coordinaten einer 
beliebigen Geraden, so ist die Gleichung des auf dieser Geraden und mit 
tn auf einer zu den Axen parallelen liegenden Punktes 

X Cos m + y Sin m — Pi = 0, 
wenn p^ der Abstand des letztgenannten Punktes von der Mittellinie ist. 
Letztere Gleichung gilt für x, und yj, so dass 

Xj Cos m + yi Sin m — Pi = 

oder 

Xj Cos m + yi Sin m = pi. 

Subtrahirt man von dieser Gleichung auf beiden Seiten p, so ist 

X, Cos m + y, Sin m — p = Pi — P- 

Die Differenz p, — p ist aber die durch den Punkt m parallel zu den 
Axen an die Gerade x, y, gezogene Strecke h. Setzt man also in die 
Gleichung eines Punktes in der Normalform die Coordinaten einer Geraden 
ein, so erhält man die von dem Punkte an die Gerade (parallel zu den 
Axen) gezogene Strecke. Hieraus erhellt auch die Bedeutung von 

X Cos m + y Sin m — p = 

als Gleichung des Punktes m. Für alle durch m gehende Geraden ist 
nämlich die Länge der von dem Punkte an dieselben gezogenen Strecke = 0. 
Nennen wir die Strecke von einem Punkte an eine Gerade parallel 
mit den Axen den axenparallelen Abstand des Punktes von der 
Geraden, so ist allgemein dieser Abstand 

Ax + By-C 
^" - A + B ' 
worin, bei negativem C, das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem 
die Richtung des Abstandes vom Punkt zur Geraden (parallel zu den Axen) 
die positive oder negative Richtung der Axen ist. 

2. — Theilt ein Punkt m3 den Abstand der Punkte m, und m2 im 
Verhältnisse kj*. k2, so ist für jede durch ni3 gehende Gerade das Ver- 
hältniss der axenparallelen Abstände von m^ und m2 

h, k, X Cos m, + y Sin m, — p, 

hj k2 X Cos m2 + y Sin xa^ — P2 
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je nachdem m^ zwischen nti und m2 liegt oder nicht. Es gilt also für 
diesen Punkt die Gleichung 

k^ (x Cos mi -f y Sin m, — Pi) ± k, (i Cos m2 + J Sin nij — p-^) = 
oder, wenn wir die erste Gleichung mit u, = 0, die zweite mit Uj^ = 
bezeichnen, 

u, ^ Uj 



±^-0. 



k| k2 

Es ist daher u, ± Uj = die Gleichung des Halbirungspunktes des 
Abstandes der Punkte U| und U2, beziehungsweise des unendlich entfernten 
Punktes auf der Geraden, die durch Uj = und U2 = geht. 

Es ist ferner 

U] u 



+ ^=0 



u', u, 

die Gleichung des Schnittpunktes der Geraden u, u, und der Geraden x, y,, 

wenn u'j und u'^ die Werthe sind, welche u, = und Uj = annehmen, 

wenn x, und y, in sie eingesetzt werden. 

Da die Gleichung eines jeden Punktes in der Geraden u, U2 von der 

Form 

U3 = Uj + k Uj = 

ist, so werden drei Punkte überhaupt in einer Geraden liegen, wenn ihre 
Gleichungen mit gewissen Coefficienten multiplicirt zur Summe Null iden- 
tisch ergeben, d. h., wenn 

A u, + B Uj + C Uj = 0. 
Ist 

U3 = kj u, + kj U2 = 

die Gleichung eines Punktes, so ist die Normalform dieser Gleichung 

kjUi+k2U2 ^ 

k,+k2 -^' 
vorausgesetzt, dass. Uj = und Uj = Gleichungen in der Normalform 
sind. 

§. 25. Die Gleichungen der wichtigsten Punkte eines Dreiecks. 

Sind a, b, c, a, b, c, «, jj, y beziehungsweise die Ecken, Seiten, Winkel 
eines Dreiecks, und bezeichnen wir die Gleichungen der drei Eckpunkte in 
der Normalform mit 

A = 0, B=0, C = 0, 
so ergiebt jedes Aggregat der linken Seiten dieser Gleichungen die Glei- 
chung eines Punktes in der Ebene des Dreiecks. Führt man dann noch 
Functionen der Bestimmungsstücke des Dreiecks als Coefficienten ein, so 
erhält man die Gleichungen der merkwürdigen Punkte des Dreiecks. Wir 
zählen im Folgenden die einfachsten Fälle auf ; es wäre leicht, eine grosse 
Zahl anderer Punkte auf diese Art zu ermitteln« 
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1. — Es sind 

A ± B = 0, 

B ± C = 0, 
C ± A = 

die Oleichungen der Halbirungspunkte, beziehungsweise der unendlich ent- 
fernten Punkte der Seiten des Dreiecks. 

2. — A a ± B b =r 0, A sin « ± B sin jJ = 0, 

B b ± C c = 0, oder B sin j9 ± C sin y = 0, 
Cc±Aa==0, C8iny±Asina = 

sind die Gleichung der Schnittpunkte der Winkelhalbirenden an den Ecken 

mit den Gegenseiten 

3. -AB^BC ^CA^ 

— ±-i- = 0; -v-± — =0; — ± — = 0; 
ab bc ca 

oder 

A.B B_lC ^ C^A ^ 



sin a "~ sin jS ' sin jj "" sin y ' sin 7 "" sin a 

sind die Gleichungen der in Bezug auf die Eckpunkte des Dreiecks zu den 
unter 2 genannten Punkten symmetrisch gelegenen Punkte. 

4. — Verbindet man die Gleichung der drei Eckpunkte auf dieselbe 
Art mit dem Cosinus der Winkel, so gelangt man zu andern eigenthüm- 
lichen Punkten, die sich leicht construiren lassen mit Hilfe der in den 
Eckpunkten des Dreiecks auf den Seiten errichteten Lothe. 

5. — Atga±BtgjJ = 0, 

Btg/3±Ctg7 = 0, 

Ctg7±Atga = 
sind die Gleichungen der Fusspunkte der Höhen und ihrer in Bezug auf 
die Ecken des Dreiecks harmonisch zugeordneten Punkte. Statt der ein- 
fachen Winkel könnte man in den vorstehenden Formeln Vielfache derselben 
einführen und würde dadur^ zu neuen Punkten gelangen. 

6. — A±B±C = 

sind die Gleichungen des Schwerpunktes des Dreiecks und der dem Schwer- 
punkte in Bezug auf die Endpunkte der drei Mittellinien harmonisch zu- 
geordneten Punkte. 

7. — Aa±Bb±Cc = 

oder A sin « ± B sin ^ ± C sin 7 = 

sind die Gleichungen der Mittelpunkte der ein- und angeschriebenen Be- 
rührungskreise des Dreiecks. 

8. — Acosa±Bcos]J±Ccos7 = 

sind die Gleichungen von Punkten, die sich mit Hilfe der in (4) angege- 
benen finden lassen. 
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9. — Atga±Btgj9±Ctg7 = 

sind die Gleichungen des Schnittpunktes der drei Höhen und der demselben 
in Bezug auf die Endpunkte der Höhen harnaonisch zugeordneten Punkte. 

10. — A(b + c)±B(c + a)±C(a + b) = 

oder A (sin j5 + sin y) ± B (sin 7 -f- sin a) ± C (sin a-{'9mß) = 

sind die Gleichungen der Mittelpunkte der Berührungskreise an dem Drei- 
eck, dessen Ecken in den Halbirungspunkten der Seiten des ursprünglichen 
Dreiecks liegen. 

11. - A(— a + b + c)±B(a — b + c)±C(a + b — c) = 

sind die Gleichungen der Schnittpunkte der Transversalen durch die Ecken 
nach den Berührungspunkten der angeschriebenen Berührungskreise auf 
den Gegenseiten. 

12-- A ^ _B ^ C^=o 

— a + h + c"~ a — b-fc ~ a + b — c 
sind die Gleidiungen der Schnittpunkte der Ecktransversalen nach den Be- 
rührungspunkten des eingeschriebenen Kreises und nach den von diesen 
Punkten harmonisch durch die Ecken getrennten Punkten. 

13. — Asin2a±Bsin2/3±Csin2y = 

stellt den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises und die diesem Mittel- 
punkte auf den Ecklransversalen zugeordneten harmonischen Punkte dar. 

14. — 

A (sin 2 /3 + sin 2» ± B (sin 2 r + sin 2 a) ± C (sin 2 « + sin 2 /?) = 
enthält die Gleichung des Mittelpunktes des Kreises der durch die Hal- 
birungspunkte der Seiten und durch die Fusspunkte der drei Höhen geht 
(Feuerbach'scher Kreis), und der auf den zugehörigen Ecktransversalen zu- 
geordneten harmonischen Punkte. 

Aus diesen Gleichungen ist es nicht schwer, Beziehungen über die 
Lage der Punkte zu einander abzuleiten. So liegen z. B. der Schwerpunkt, 
der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises und der des Feuerbach'schen 
Kreises in einer Geraden, weil die Summe der den zwei letzteren zugehö- 
rigen Gleichungen die Gleichung des Schwerpunktes ergiebt. Auch ist 
leicht nachzuweisen, dass der Schwerpunkt den Abstand der genannten 
Mittelpunkte im Verhältniss von 1 : 2 theilt. 

§. 26. Den Inhalt eines Dreiecks ans den Gleichongen seiner Eckpunkte 

zu bestimmen. 

Um den Inhalt* eines Dreiecks aus den Gleichungen seiner Eckpunkte 
zu ermitteln, benutzen wir die Formel für cartesische Coordinaten 

X,, y,', 1 

2 A = ± ^2» 72» 1 

X3, yai 1 
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Ist mm 

Ax + By = C 

die Gleichung eines Punktes m, so ist in Bezug auf unöer Axensystem 

Cos m = 

Sin m = 



A 


+ 


B' 




B 


• 


A 




B' 




C 


• 



P= A + B 

Als cartesische Abscisse dieses Punktes können wir e Sin m betrachten, 
während p seine Ordinate ist. 

Wir erhalten daher durch Einsetzen in obige Formel 



Sin a, p,, 1 
2 A = ± e Sin b, P2, 1 

Sin c, P3, 1 



= =Fe 



Sin a, Cos a, pj 
Sin b, Cos b, P2 
Sin c, Cos c, P3 



oder, wenn die Gleichungen der drei Ecken des Dreiecks von der Form 
Ax + By = C sind 

A-i, Bj, C, 

2 A = ± 



(A, + BO (Aj + B2) (A3 + B3) 



A2, B2, C2 

A3,.B3, C3 



Dabei ist vorausgesetzt, dass die Axen senkrecht stehen auf der Mit- 
tellinie. Andernfalls ist der Ausdruck noch mit dem Sinus des Neigungs- 
winkels der Axen 'zur Mittellinie zu multipliciren. 

2. — Sind dagegen die. drei Seiten des Dreiecks durch die Coordinaten 

^1 In ^2 72, X3 y3 

bestimmt, so lauten die Gleichungen der Eckpunkte 

y ~ jl = ya— yi . y — y^ = y^ziZi ., izili. = y^^zli 

X2 — Xj. 



X — X, 



X — Xc 



Xq — X<: 



X — Xs 



Xi — X3 



Nehmen wir hieraus die Werthe für A, B, C etc, so erhalten wir 



2A = 





J2 yn 


X| X2 , 


Xi y2 Xj yt 




+ e. 


y3 — y2. 


^2 ^3 5 


^2 y3 ^3 y« 






yi—ys» 


^3 X| , 


X3 yi Xi y3 





(x, — Xj + yj - yO (xj - X3 + y3 — .yj) (X3 - x^ + y^ —j^) 



Addirt man in dieser Determinante die beiden ersten Zeilen zur letz- 
ten, so wird dieselbe zu 



y2 — yi » ^1 — ^2 
! y3 — y2i xg — X3 

welcher Ausdruck gleich 



. (xj yj — X2 yi + ^2 y3 - X3 yj + X3 y^ ~ Xj yg). 



48 



Zweiter Abschnitt 



ist, sodass wir als Fonnel für den Inhalt des Dreiecks erhalten 

± e ij, 72, 1 

^31 731 1 



2A = 



Xi — Ji, 1 
ij — Ja, 1 



13 — 73. 1 



»3 — 73. 1 

II - Jl. 1 





Xn z,, 1 


2 


T e 


X^t Z^t 1 






Ig, Z3, 1 





(Z, — Zj) (Zj — Z3) (Z3 — Zj) 

wenn wir allgemein 7 — x mit z bezeichnen. 

Ans diesem Ausdrucke ffir den Inhalt des Dreieckes folgt u. A. so- 
fort, dass eine Gerade x 7, welche sich so bewegt, dass sie mit zwei andern 
stets ein Dreieck von demselben Inhalt einschliesst , eine Gurve zweit» 
Classe umhüllt. 

§. 27. Die Gleichung x sin (y z) -f- y sin (z x) -j- z sin (x 7) = 0. 

Die Normalgleichung des Punktes 

X Cos m + 7 Sin m = p 
lässt sich auch schreiben in der Form 

X (P7) + 7 (xp) = P (17)7 
worin die in Klaromem stehenden Ausdrücke die Abstände der darin ent- 
haltenen parallelen Strecken bedeuten. Dividirt man diese Gleichung 
durch e, so erhält man 

X Sin (P7) + 7 Sin (xp) = p Sin (X7). 
Ersetzt man hierin p durch z und beachtet, dass Sin (z 7) = — Sin 
(7 z), so ist 

(1) X Sin (7z) + 7 Sin (zx) + z Sin (X7) = 0. 

Die Gleichung enthält drei parallele Strecken und drei Abstände auf 
der Mittellinie, welche letzteren durch die Bedingungsgleichung 

(2) (X7) + (7z) + (zx) = 0. 
verbunden sind. 

Lässt man in (1) zwei der parayelen Strecken (und ihren Abstand) 
variabel, alles übrige aber (nach Grösse und Stelle) constant, immer mit 
Berücksichtigung der Bedingungsgleichung (2), so stellt die Gleichung den 
Punkt dar, der um die Länge der dritten parallelen Strecke von der Mit- 
tellinie absteht und den Abstand der beiden anderen in dem durch ihre 
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Coefftcienten gegebenen umgekehrten Verhältniss theilt. Lässt man dagegen 
die vorher variabelen Stücke cohstant, die übrigen dagegen variabel sein, 
so stellt obige Grleichung die Gerade dar, welche auf den beiden festen 
Axen die gegebenen Längen abschneidet, während die dritte Parallele und 
das Verhältniss der Theilung des Axsenabstandes die Coordinaten der 
Punkte dieser Geraden bilden. 

Aber nicht nur, dass diese Gleichung, je nachdem man zwei der 
Parallelen, oder eine der Parallelen und ihre Abstände variabel sein lässt, 
die Gleichung des Punktes oder der Geraden giebt in dem von uns hier 
betrachteten Coordinatensysteme , ganz dieselbe Gleichung liefert auch in 
cartesischen Coordinaten die Gleichung von Gerade und Punkt, wie wir 
jetzt nachweisen wollen. 

2. — Unter Voraussetzung schiefwinkeliger Axen ist die Gleichung 
einer Geraden bekanntlich darstellbar in der Form 

X cos a + y cos jS = p, 
worin p das Loth vom Coordinatenanfang auf die Gerade, « und ß dagegen 
die Winkel bezeichnen, welche dieses Loth mit den Axen bildet. Multi- 
plicirt man diese Gleichung mit dem Sinus des Coordinaten winkeis i^», so 
ist X sin V; cos a + y sin t/; cos jJ = p sin \p. 

Es ist aber x sin ip das Loth von einem Punkte der Geraden auf die 

y-Axe, während y sin \p das Loth auf die x-Axe ist. Bezeichnen wir 

ersteres mit y^, letzteres mit x,, so wird unsere Gleichung zu 

Xj cos /J + yi cos a = p sin ^. 

Es ist ferner 

cos /» == sin (pyi), 

cos a = sin (Xj p), 

sin V; = sin (x^ y^). 

Dadurch wird unsre Gleichung zu 

x^ sin (py,) + y, sin (x, p) = p sin (x, y,). 

Ersetzen wir nun auch hier p durch z, lassen an Xi und yj die Zeiger 
veg und berücksichtigen, dass sin (z y) = — sin (y z), so wird unsere 
Gleichung zu 

(3) X sin (y z) + y sin (z x) + z sin (x y) = 0, 

wobei ebenfalls (xy) + (yz) + (zx) = als Bedingungsgleichung gilt. 

Es ist übrigens die letzte Form (3.) der Gleichung der Geraden auch 
leicht direct aus der Figur (Fig. 16) ableitbar. 

Lassen wir in der Gleichung (3.) eine der drei Strecken x, y, z und 
die Winkel, welche sie mit den beiden anderen macht, constant sein, so 
stellt dieselbe eine Gerade dar, die in dem Abstand der constanten Strecke 
vom Schnittpunkte der beiden anderen so gezogen ist, dass sie mit diesen 
beiden die Winkel macht, deren Sinusse als Coefficienten an den Coordi- 

Unyerzagt, Qaaternionen. 4 
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naten stehen. Es lassen sich dabei x, y ntii z als drei Lothe von einem; 

beliebigen Punkt der Geraden auf die Axen x, y und z denken, wenn eine 

dieser Axen durch den Schnittpunkt d« 
beiden anderen zu der gegebenen Gerada 
parallel gedacht wird. Dann ist uns^e 
Gleichung ein besonderer Fall der Glei- 
chung der Geraden in homogenen Coor- 
dinaten. 

Lässt man dagegen in der Gleichung 
(3.) zwei Lothe und ihren Winkel con» 
stant sein, dagegen das dritte nebst 
seinen Winkeln mit den beiden Axen so 
varüren, dass obige Gleichung erfüllt 
bleibt, so stellt die Gleichung den Punkt 
dar, der um die beiden constanten Strecken 
von den Axen absteht. 

Fig. 16. 

§. 28. Transformation der Coordinaten. 

1, — Um von den Coordinaten, die ihren Anfang in y und y haben, | 
überzugehen zu neuen , deren Anfang in 5 ^ und 5 ^ , aber auf denselben | 
Axen ist, mit anderen Worten, um von einer Mittellinie zu einer neuen 
überzugehen, ohne die Bichtung und Stelle der Axen zu ändern, hat man 
zu setzen 

X = Xj + ^? 

y = yi + b, 

wenn a und b die Coordinaten der neuen Mittellinie sind in Bezug auf j 
das alte Coordinatensystem. 

2. — Den Uebergang von den Axen x y zu Axen x, y^, die parallel 
zu den alten liegen , während die Mittellinie ihre Lage nicht ändert, ver- 
mitteln die Gleichungen 

x.y, i), =x, .J9i+y, .y, ? 

7'hVi=h .P9i + yi 'hV- 
Diese Formeln lassen sich auch schreiben 

X Sin Ji pi = Xj Sin 5 t)i + y^ Sin jj j 
y Sin Ji 9, = Xj Sin^Pi + y^ Sinfj p. 

Sind f r) und y, t|, gleich der Einheit, so werden diese Formeln zu 
X = xj Cos (— f ,) — y, Sin j, und y = x^ Sin f ^ + y, Cos y^, 

welche auch bei der Transformation rechtwinkeliger cartesischer Coordi- 
dinaten Giltigkeit haben. 
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3. — Will man von den Axen x y übergehen zu Axen x, y^ , die 
zwar auch durch y und p gehen, aber in anderer Richtung als x y, d.h., 
will man die Pundamentalpunkte y und tj beibehalten, aber die Richtung 
der Axen ändern, so sind die Formeln zu benutzen 

^ ^ e Xj sin yt ^ 

(yi-x,) sin (y — qrO + e sin y ' 

^ e 71 sin yi , 

^ (Ji — h) sin (y — yi) + e sin y ' 
worin y und yi die Winkel angeben, welche die alten, beziehungsweise 
die neuen Axen, mit der Mittellinie machen. Die Ausdrücke vereinfachen 
sich, wenn man y — x = z einführt und ausserdem allgemeine gonio- 
metrische Functionen benutzt. 



§. 29. Die Ourven zweiter Classe. 

1. — Die Gleichung 

ü = A x2 + B X y + C y2 + D X + .E y + F = 
stellt eine Curve dar, die von den Geraden umhüllt wird, deren Coordi- 
naten diese Gleichung erfüllen. 
Von jedem Punkte 

Mx+Ny+P=0 
lassen sich zwei Berührende an die Curve ziehen, wie sich daraus ergiebt, 
dass man nachweist , dass dieser Punkt und obige Curve zwei Geraden 
gemeinschaftlich haben; die Curve ist also zweiter Classe. Wir können 
hier nicht weiter auf die Untersuchung dieser Curven eingehen und be- 
schränken uns daher darauf, zu erwähnen , * dass die Gleichung zweiten 
Grades zwischen Liniencoordinaten eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel 
vorstellt, je nachdem von dem Punkte, dessen Gleichung 

(2 A + B) X + (B + 2 C) y + D + E = 

-' (11) +(^-»'* 

sich an die Curve keine, eine oder zwei Tangenten ziehen lassen. Dieser 
Punkt ist der Mittelpunkt der Curve und liegt bei der Parabel in unend- 
licher Ferne, woraus sich noch für letztere Curve das besondere Kenn- 
zeichen 

A + B + C = 

ergiebt. 

2. — Die Gleichung des Poles einer Geraden x^ y, , d. h. des Trägers 
der vierten harmonischen Strahlen zu den von den Punkten dieser Geraden 
an die Curve zweiter Classe gezogenen Berührenden und der Geraden 
selbst, lautet 
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(2Ax,+By, + D)i + (Bi, +2Cy,+E)y + Dx, +Ey, + 2P = 0. 

Die Herleitung dieser Gleichung kann so geschehen, dass man zuei* 
von einem Punkte der Mittellinie Tangenten an den Kegelschnitt U=ö 
zieht, und den Ort der vierten harmonischen Strahlen zu den beiden Tan- 
genten und der Mittellinie sucht. Man findet hierfür Dx + Ey + 2F=0. 
Durch Transformation der Coordinaten lässt sich dann zeigen, dass die 
oben stehende allgemeinere Gleichung als der Ort der vierten harmoni- 
schen Strahlen für die von den Punkten der Geraden x, y^ an den Kegel- 
schnitt gezogenen Tangenten sich ergiebt. 

Ist die Gerade x, y, eine Berührende an U, so ist vorstehender Aus- 
druck die Gleichung ihres BerührungspunKtes. 

Nehmen wir diejenige Gerade , for welche x, == y, = oo ist , so er- 
giebt sich 

(2A + B)x+(B + 2C)y4.D + E = 
als Gleichung des Poles der unendlich fernen Geraden, d. h. des Mittel- 
punktes der Curve. 

3. — Das Vorstehende zeigt, wie auch bei der Untersuchung der 
Curven zweiter Classe bei Zugrundelegung unseres Coordinätensystemes 
vollständige Analogie sich zeigt mit den Untersuchungen der Curven zwei- 
ter Ordnung bei Zugrundelegung von cartesischen Punktcoordinaten, und 
wir wollen schliesslich nur noch erwähnen, dass die Vortheile, die siel 
bei Erörterung der Kegelschnitte aus der Zuziehung von Polarcoordinaten 
des Punktes ergeben, sich hier ebenfalls erzielen lassen, wenn man die in 
§. 21 angeführten Coordinaten anwendet. Dadurch erhält die Gleichung 
zweiten Grades entweder die Form 

(A See m2 + B See m Cosec m + C See m^) u« 

-f (D Secm + E Cosecm) u + P = 0, 
oder (ACosm' + BCosmSintn + CSinw2)u2 

+ P Cos m + E Sin m) u + P = 0, 
je nachdem man die erste oder die zweite Art von Polarcoordinaten benutzt 
Diese Gleichungen lassen nun fast buchstäblich dieselben Betrachtungen 
zu, wie die, welche in Fiedler-Salmon's Geometrie der Kegelschnitte 
im VI. Capitel angestellt werden, und fahren mit derselben Leichtigkeit 
zu Eigenschaften der Berührenden der Kegelschnitte, wie man dort zu 
solchen der Punkte dieser Curven gelangte. 

4. — Mit Benutzung der im vorigen §. gegebenen Transformations- 
formeln gelingt es, aus der allgemeinen Gleichung zweiten Grades ein- 
fachere Gleichungen der Kegelschnitte abzuleiten. Man findet leicht, dass 
mit Anwendung der Formeln in (1.) sich die Glieder ei-sten Grades weg- 
schaffen lassen, mit Ausnahme des Falles, dass 

B2— 4AC = 0, 
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welcher hier einer Parabel ent^richt, deren Hauptaxe den Coordinaten- 
axen parallel geht. Obige Transformation verlegt nämlich die Anfänge 
der Coordinaten nach dem Durchmesser, welcher der Eichtmig der Coor- 
dinatenaxen conjugirt ist. 

Mit Hilfe der übrigen Transformationsformeln kann man auf Gleichun- 
gen gelangen, wie folgende 

a2 ± b2 ^' 
von denen die erstere der Hjperbel, letztere einer Ellipse, Parabel oder 
Hyperbel entspricht, je nachdem a^ grösser, gleich oder kleiner als b^ ist. 
Durch andere Bestimniung der Lage der Ax'en kann man die Gleichung 

ly = _i_ k2 
ableiten. Dieselbe ist, je nachdem die rechte Seite positiv oder negativ, 
die Gleichung der Ellipse oder der Hyperbel. Dabei liegen die Coordinaten- 
anfänge in den Enden eines Durchmessers, während die Coordinatenaxen 
dem conjugirten Durchmesser parallel gehen. Die Gleichungen des Kreises 
und der gleichseitigen Hyperbel endlich in ihrer einfachsten Form sind 

xy = + r2 = + ViC«. 

5. — Wir fügen hier noch einige Formeln von allgemeinerer Wich- 
tigkeit an. Die Axen sind dabei senkrecht zur Mittellinie angenommen. 

Die Tangenten im Pimkte m einer Ourve und dem nächstfolgenden 
schliessen mit der x Axe ein Dreieck ein, das als das Differential der Fläche 
S angesehen werden kann, welche von zwei Tangenten in den Endpunkten 
des Bogens s, von diesem Bogen selbst und der xAxe begrenzt ist. Da 
dieses Dreieck zur Basis dx, zur Höhe den Abstand des Punktes m von 
der t Axe, d. h. eSin m hat, so ist, wenn dS das Differential von S 
bezeichnet, 

2dS =eSinm.dx 

edx edx edx^ 

~ Gosec m 1 + Cot m dx — dy * 

Es ist also 

/• e dx 

Das Differential des Bogens s ergiebt als Projection auf die Mittellinie 
d s . cos T = d (e Sin m), 
mithin 

dx 



ds = esecr d 



dx — dy 

dxd^y — dyd^x 



Ve2 + (y^x)3- (dx - dy)i 
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Der Erümmungsradius ist 

ds 
^ = 57- 

Da nun , y — x 

z = arctg ? 

6 

also , dy — dx 

dr = ^ , . . rr • e, 

so erhalten wir für den Krümmungsradius 

_ , (e^ + Cy-x)^^ dxd^y — dyd^x 
^ ~ - e * (dx - dy)3 

6. - Um die Gleichungen einer Curve in Liniencoordinaten über- 
zuführen in die Gleichung dieser Curve in Punktcoordinaten und umgekehrt, 
kann man folgendermassen verfahren. Es sei 

y = f(x) 
die Gleichung in Liniencoordinaten. Setzen wir nun voraus, dass das 
Punktcoordinatensystem seinen Anfang im Punkte y der Mittellinie, dass 
letztere die Abscissenaxe , und dass es sich um rechtwinklige Coordinaten 
handle. Dann können wir in cartesischcn Coordinaten u und v die 
Gleichung der Tangente im Punkte m ausdrücken durch 

a ' b 
Es ist aber jetzt b = x, und a = e 



x-y 
Mithin ist die Gleichung der Tangente im Punkte m 

u(x~y) _^ L = 1^ 



ex ' X 

oder u (x — f (x) ) -|- e v ^= ex. 

Dieses ist die Gleichung einer Geraden, worin u und v die Coordi- 
naten eines ihrer Punkte, x aber eine Variable ist, die durch ihre ver- 
schiedenen Werthe zu den verschiedenen Tangenten unserer Curve führt. 
Sucht man daher aus dieser Gleichung die Gleichung der von dieser Ge- 
raden eingehüllten Curve, so erhält man die Gleichung der Curve in 
Punktcoordinaten. Diese Rechnung wird bekanntlich dadurch ausgeführt, 
dass man die »Gleichung 

u(x — f (x)) + ev = ex 

nach X differentiirt und aus der abgeleiteten und der ursprünglichen 
Gleichung x eliminirt. 

Soll dagegen aus der Gleichung einer Curve 



Von den longimetriscben Functionen. — §§. 29, 30. 55 

a Punktcoordinaten die Gleichung in Liniencoordinaten u,v erhalten wer- 

en, so setzen wir 

u Cos m + Y Sin m = p 

,1s Gleichung eines Punktes der Curve y = f(x) voraus. Indem wir dann 

rteder die Abscissenaxe mit der Mittellinie und den Coordinatenanfang 

Dit dem Punkte ; zusammen fallen lassen, ist 

Sin m = — » 

e 

n e - X 

Cos m = » 

e 

P = y» 

mithin 

u(e — x) + vx = ey, 
oder es ist 

u (e — x) -|- V X = e f (x) 

die Gleichung eines Punktes der Curve deren Gleichung in Punktcoordinaten 

ist. Durch Betrachtungen, die denen der Theorie der Umhüllungen bei 

Punktcoordinaten ganz analog sind, lässt sich nun zeigen, dass, wenn man 

die Gleichung 

u (e — x) + V X = e f (x) 

nach X differentiirt und dann x aus dieser Abgeleiteten und der vor- 
stehenden Gleichung eliminirt, man die Gleichung der vorgelegten Curve 
in den Liniencoordinaten u und v erhält. 

§. 30. Trimetrische Coordinaten der Geraden. 

1. — In den Anwendungen der Geradencoordinaten auf die Ermit- 
telung der merkwürdigeren Punkte am Dreieck haben sich die Gleichungen 
dieser Punkte immer ergeben als Aggregate aus den Gleichungen der drei 
Eckpunkte des Dreiecks. 

Man kann nun zeigen, dass die Gleichung eines jeden Punktes 

u = Ax + By + C = o 
als Summe der mit gewissen Coefficienten multiplicirten Gleichungen dreier 
nicht in einer Gerade liegender Punkte U| = o, Uj = o, U3 = o darge- 
stellt werden kann. Setzen wir nämlich 

U = k Uj + 1 ^2 + ^ ^3» 

so ergiebt sich durch Gleichsetzung der entsprechenden Coefficienten 

(A B^ C3) 

- (A, B, C3) ' 
_ (A, B C3) 

- (Aj B, C3) 
(A, B,_C) 

"^ - (ArB, C3) , 
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wena wir allgemein mit (A^ Bj G3) die Determinante 

A, B, C, 

A2 B2 G2 

A3 B3 C3 
bezeichnen. 

Nun sind aber u„ Uj, U3, wenn wir uns dieselben in der Normalfonn 
denken, die den Axen parallel genommenen Abstände der Punkte 

U, =0, Uj = 0, U3 = 

von den Geraden x y, die durch den Punkt u = gehen. Dadurch haben 
wir also eine Gleichung des Punktes erlangt in den Geradencoordinaten 
U]9 ^i^ ^39 welche die den Axen (d. h. irgend einer Bichtung) parallelen 
Abstände der Geraden von drei festen Punkten sind. Diese Fundamental- 
punkte dürfen nicht in einer Geraden liegen, weil sonst der Nenner der 
Brüche, welche die Coefficienten von u^, u^ und U3 sind, nach §. 26 zu 
Null wird. 

Die Coordinaten u^, u, und U3 sind nicht von einander unabhängig, 
sondern durch die Gleichung 

Ui h23 + U2 hji + U3 h, 2 = 2 A 
mit einander verbunden, worin die h die Abstände der Axen nach Grösse 
und Bichtung sind, /\ aber den Inhalt des von den Anfangspunkten der 
Coordinaten gebildeten Dreiecks vorstellt. 

2. — Um Aufschluss über die geometrische Bedeutung der Coeffi- 
cienten in der Gleichung 

k u, -j- 1 ^2 + ^^ % = 
zu erhalten, erinnern wir uns, dass nach §. 26 

.^Ai23- (A, -t- B,) (A, + B,) (A3 + B3) 
der Inhalt des von den drei Punkten 

u, = 0, U2 = 0, U3 = 
gebildeten Dreiecks ist, dass daher 

^^*» - (A, + B,> (A, + B,) (A 4- B) "^ - 

(A Bj Ca) 

^^" - (Aj + B,) (A3 + B3) (A + B) '' 

OA (A. B C3) 

^ A31 - (^^ + B3) (A, + B.) (A + B) '' 

wenn /\i2i A23» A31 sowohl nach Grösse als Vorzeichen die Dreiecke 
darstellen, die man erhält, wenn man den Punkt, dessen Gleichung Ai 
+ By + C = ist, mit den Eckpunkten 1 und 2, 2 und 3, 3 und 1 
verbindet. 

Denken wir uns aber Uj = 0, U2 = 0, U3 = in der Normalform, so ist 
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es ist daher 



A, + B, = 1, 
A, + Bj = 1, 
A3 + B3 = 1; 



m = 



k = 



1 = 



(A B, Ca) _ 

(A, B, C3) - 
(A Ba C3) 

(A, Ba C3) ^ 

(A, B C3) _ 

(A, B, C3) - 



Au 


(A + B) Aiaa, 
A23 


(A + B) Aus 

. A31 



(A + B) A123 
Dadurch wird unsre Gleichung zu 

Ul A23 + ^2 A3i +^3 Al2 = 0. 

Drückt man die Inhalte dieser Theildreiecke durch ihre Höhen v^, Vj, 
Vg und Grundlinien S23, 83^, Sj 2 aus, so ist 

^i Vi S23 + U2 Vj S31 + U3 V3 s, 2 = 0. 
Lässt man hierin Yj, y^ und Y3, d. h. die homogenen Coordinaten des 
Punktes Yariabel werden, so stellt diese Gleichung die durch die Con- 
stanten Uj, U2, U3 festgelegte Gerade dar, wobei die drei Punktcoordinaten 
durch die Gleichung 

^1 S23 + Vj S31 + V3 Si 2 = 2 A 
Yerknüpft sind. ^ 

3. — Die Ableitung der homogenen* Punktgleichung lässt sich so 
leicht direct ausführen, dass wir dieselbe noch kurz zeigen wollen. 

Ziehen wir durch den Punkt m 
in der Ebene des Grunddreiecks (Fig. 17) 
eine Transversale, welche die drei Pa- 
rallelen durch die Ecken a, 6, c des 
Dreiecks in a^, b^ und q schneidet, 
so sind aaj, bbi, cq die Coordinaten 
Uj, U2 und U3 der Trans Ycrsale. 

Ziehen wir sodann Yon c durch 
m bis nach b auf der Geraden ab, 
und durch b die Parallele bbj = U4, 
so ist 

Ui . b b + Uj . a b = U4 . ab. 

Es ist aber femer 

U4 : U3 = b m : — tn c, 

mithin 

U| .bb.tnc + U2.ab.mc + 
U3 . b m . (t b ^ 0. 

Fig. 17, 




58 Zweiter Abschnitt. 

Hierin ist 

bb . ntc . sin^ = 2 ^ mbc = 2A231 

ab.tnc.sind = 2/^inca = 2A3i^ 
tnb . ab . sin 3 = 2 A ntab = 2^12» 
wenn 8 einer der Winkel bei b. Daher wird unsere Gleichung zu 

«1 A23 + «2 Abi -h 113 Ai 2 = ö- 
Ueber die Bedeutung einer nicht homogenen Gleichung ersten Grades 

zwischen u,, Uj und U3 erlangen wir Aufschi uss, indem wir sie mit Hilfe 

der Bedingimgsgleichung 

u, hja + U;^ ha , + U3 h, 2 = 2 A 
homogen machen. 

§. 31. Die Coordinaten Ui, U2, Us und die Plücker'schen homogenen 

Coordinaten der Geraden. 

Den Zusammenhang der in §. »30 benutzten homogenen Coordinaten 
Uj, Ug, U3 und der Plücker'schen Coordinaten der Geraden ertennt man 
leicht. In beiden Coordinatensystemen gebraucht man zur Festlegung 
einer Geraden drei an dieselbe von den Fundamentalpunkten gezogene 
Strecken. Während diese aber bei uns parallel einer gegebenen Richtung 
gehen, stehen ^selben bei Plücker senkrecht auf den festzulegenden Ge- 
raden. Man erhält daher die Plücker'schen Strecken,, unter Voraussetzung 
derselben Fundamentalpunkte, wenn man u,, U2 und U3 mit dem CosinHS 
des Winkels multiplicirt , den jene Lothe in jeder Lage der Geraden mit 
der festen Kichtung unserer Axen machen. Diese Operation ist so einfach, 
dass es auf den ersten Blick unnöthig scheinen mag, neue Coordinaten 
statt der von jenem berühmten Mathematiker eingeführten zu benutzen. 
Allein die von uns angewandten Coordinaten bieten doch einige wesent- 
liche Vortheile. Zuerst ist es ein Vorzug, dass sich, bei nur zwei Coor- 
dinaten zur Festlegung der Geraden, die Gleichung des Punktes in sehr 
einfacher, ja bei der von uns adoptirten Bezeichnung mehrfach in iden- 
tischer Form mit der Gleichung der Geraden in cartesischen Coordinaten 
ergiebt, während der Versuch, eine Gleichung des Punktes zu bekommen, 
bei Annahme nur zweier Fundamentalpunkte und der von ihnen auf die 
Gerade gefällten Lothe als Coordinaten der Gerade auf complicirte Aus- 
drücke höheren Grades führt. Aehnliches gilt für Curven zweiter und 
höherer Classe. Ausserdem ist es ein nicht unwesentlicher Vorzug unserer 
Coordinaten einer Geraden:, dass dieselben durch eine Gleichung ersten 
Grades von der einfachen Form 

Uj h23 + U2 hä 1 + U3 hj 2 + 2 A 
mit einander verbunden sind, die es leicht möglich macht, jede nicht 

homogene Gleichung zwischen Uj, U2 und U3 in eine homogene zu ver- 
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wandeln, während der Zusammenhang der Plücker'schen Coordinaten (^rgl. 
z. B. Salmon-Fiedler's Kegelschnitte) durch eine Gleichung zweiten Gra- 
des ausgedruckt wird, die nicht einmal gestattet, nicht homogene Gleich- 
ungen ungeraden Grades in homogene desselben Grades überzuführen- 
Schliesslich darf wohl auch die Leichtigkeit der Ableitung unserer Formeln 
für ihre Angemessenheit bei geometrischen Untersuchungen sprechen. 

Da alle homogenen Gleichungen zwischen Plücker'schen Coordinaten 
durch Divisen mit cos y^, wobei k gleich dem Grade der homogenen 
Gleichung ist, in Gleichungen mit u,, Uj und U3 übergeführt werdeh, so 
können wir unsere Aufgabe der 'Erläuterung über die neuen homogenen 
Coordinaten hiermit als erledigt betrachten, da die Untersuchung mit 
Hilfe derselben ganz gerade so geführt wird, wie mit jenen älteren homo- 
genen Coordinaten der geraden Linie, und wir fügen nur zu, dass die 
Uebertragung unserer Betrachtung von Punkten in der Ebene auf Ebenen 
im Raum, unter Zuziehung von vier parallelen von den Eckpunkten eines 
Tetraeders ausgehenden Axen, ohne alle Schwierigkeit ist. 



Anwendung der longimetriscben Functionen 

in der Mechanik. 

§. 32. Kinematik der Geraden. 

1. — Um die Möglichkeit der Verwendbarkeit der longimetriscben 
Functionen in der Mechanik zu zeigen, geben wir im Nachstehenden die 
Grundzüge einer Kinematik der Geraden, beschränken uns dabei aber auf 
Untersuchung der Bewegung in einer Ebene. Der Dualismus , den man 
in neuerer Zeit bei den Betrachtungen der Geometrie der Lage durch- 
geführt hat, indem man bei den Untersuchungen in der Ebene bald den 
Punkt bald die Gerade als Element annahm, während man im Eaum 
Punkt und Ebene abwechselnd den Untersuchungen zu Grunde legte, 
dieser nämliche Dualismus lässt sich auch bei kinematischen Betrachtun- 
gen durchführen. Es sind dem Verfasser die hier einschlagenden Forsch- 
ungen nur wenig bekannt; die folgenden Resultate verdankt er eigener 
Arbeit. 

Als bekannt setzen ^ir voraus die in den Anfängen der Kinematik 
des Punktes erörterten einfachsten Gesetze über die Zusammensetzung und 
Zerlegung von Translations- und Rotationsbewegungen. Wie man aber 
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bei der Bewegung eines Punktes absieht von der Rotation des Punktes 
um sich selbst, so wollen wir hier nicht berücksichtigen eine Verschiebung der 
Geraden in ihrer eigenen Richtung. Bei der Festlegung des Punktes 
durch cartesische Coordinaten und der Geraden durch die von uns benutztea 
Liniencoordinaten würde es uns sogar unmöglich sein, eine derartige Be- 
wegung auszudrücken, ohne andere Elemente zuzuziehen, da -die Rotation 
des Punktes um sich und die Verschiebung der Geraden in ihrer Richtung 
die Coordinaten dieser Elementargebilde ungeändert lässt. 

* 

2. — Hat ein ebenes Gebilde eine Rotationsbewegung mit der Ge- 
schwindigkeit w um eine Axe, die in dem Punkte m senkrecht auf dieser 
Ebene steht, und wir denken uns in dieser Ebene durch m eine Gerade 
m gezogen, welche auf zwei parallelen festen Axen die Coordinaten x und 
y abschneidet, so lässt sich. die Winkelgeschwindigkeit w dieser Geraden 
zerlegen in w' und w" mit den Rotationscentren in nt' und m", d. h. den 
Schnittpunkten der Geraden m mit den Axen. Und zwar ist 

w' = wCosm, 
w" == w Sin m, 

wobei die rechts stehenden Ausdrücke die longimetrischen Functionen des 
Punktes tu in Bezug auf die parallelen Axen enthalten. 

Geht die Gerade m nicht durch das momentane Rotationscentrum des 
ebenen Systems, so wird an den vorstehenden Betrachtungen wenig geän- 
dert. Wir dürfen nämlich eine Rotation um den Punkt p, ausserhalb der 
Geraden m, nach einem beliebigen Punkte m dieser Geraden verlegen, 
wenn wir nur noch eine Translation hinzufügen, deren Richtung auf p m 
senkrecht ist. Wählen wir nun zum Punkte m den Fusspunkt des von p 
auf die Gerade m gefällten Lothes und verlegen dorthin die Rotation, so 
fallt die beizufügende Translation in die Richtung von m selbst und kann 
nach den in (1) gemachten Annahmen für unsere jetzigen Betrachtungen 
vernachlässigt werden. 

Die beiden Rotationsgeschwindigkeiten w' und w'' auf den Coordinaten- 
axen lassen sich nach den Anfängen ; und p dieser Axen verlegen, wenn 
man noch die zu den Axen senkrechten Translationen 

— w' X = — w X Cos m 
und 

— w"y= — wy Sinm 

hinzugefügt. Diese Translationen setzen sich zusammen zu einer Trans- 
lation mit der Geschwindigkeit 

— w (x Cos m -}- y Sin m) = — w p, 

wenn man mit p den axenparallelen Abstand des Punktes m von der 
Mittellinie %y bezeichnet. Wir haben also die Rotation um m mit der 
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Geschwindigkeit w zerlegt in die zwei Rotationen um 5 und 9 mit den 
Geschwindigkeiten 

w' == w Cos ttt, 
w" = w Sin nt 
und in die Translation senkrecht zu den Axen mit der Geschwindigkeit 
— w p. 

Wollen wir nur die Bewegung einer Geraden in unserer Ebene ins 
Auge fassen, so müssten wir die vorstehende Translation nochmals zer- 
legen in eine zu dieser Geraden senkrechte und eine zu ihr parallele. 
Die letztere liesse sich dann vernachlässigen. Für die Bewegung des 
ganzen Systems gelten dagegen vorstehende Ausdrücke in ihrer vollen Form. 

3. — ' Haben wir in der Ebene unsrer Goordinatenaxen n Botationen 
um die Gentra 

TTt], VX2, . . • . ntn 

und mit den Geschwindigkeiten 

so können wir dieselben durch die in (2) angegebenen Zerlegungen zurück- 
fuhren auf die Rotationen in f und 9 mit den Geschwindigkeiten 
Wj = w, Gos m, + ^2 Gos nt2 + . . . + Wn Gos nXn , 

W^ = w, Sin nt, + W2 Sin m2 + • • • + ^n Sin nin , 
nebst einer Translation senkrecht zu den Axen mit der Geschwindigkeit 

V = — [W, Pi + W2 p^ + • • . . + W„ Pn ]. 

Soll daher das ebene System unter dem Einfluss Aies^ Botationen 
m Buhe bleiben, so muss 

W5 = 0, W^ = 0, V = 0. 
sein. Und wenn wir 

w' = wGosm 

w" = w Sin nt 
die Projectionen der Geschwindigkeit w auf die parallelen Axen nennen, 
während wir wp als das Moment von w in Bezug auf die Mittellinie 59 
bezeichnen, (vorausgesetzt, dass die Axen senkrecht zur Mittellinie sind), 
80 können wir obige Bedingungsgleichungen so aussprechen: n Botationen 
um parallele Axen halten einander das Gleichgewicht, wenn die Summe 
der Projectionen ihrer Geschwindigkeiten auf zwei parallele Goordinaten- 
AxeD in einer . zu den Botationsaxen senkrechten Ebene, und die Summe 
der Momente jener Geschwindigkeiten, bezogen auf eine zu den Goordinaten- 
axen senkrechte Gerade, einzeln genommenen gleich Null sind. 

4. — Unter der Elementaracceleration einer Geraden wollen wir die 
Kotationsgeschwindigkeit du verstehen, die zur Zeit t zu der Geschwin- 
digkeit w hinzutreten muss, um diese letztere nach Grösse und Stelle des 
^tationscentrums überzuführen in die Geschwindigkeit W] zur Zeit t -[- dt. 



g2 Zweiter Abschnitt. 

Nehmen wir an, die in der Zeit dt wirkende Ursache, welche du erzeugt, 
wirke während der Zeiteinheit, so würde dadurch um dieselbe Rotations- 
axe, die du hat, ein Zuwachs an ßotationsgeschwindigkeit entstehen, 
der gleich 

du 

dt 
wäre. Diesen Zuwachs bezeichnen wir als die Acceleration der Bewegung 
und nennen ihn 9, so dass 

du 

«'^ dt- 

Da die Botationsaxe von du, die wir hier parallel zu der von w 
voraussetzen, im Allgemeinen nicht mit der von w zusadimenföllt, so wird 
für diesen Fall du die Grösse der ßotationsgeschwindigkeit und die Stelle 
der Axe ändern. Nur wenn die Acceleration zu einer Translationsaccele- 
ration wird, ändert sich die Grösse von w nicht, und nur wenn die Aie 
der Acceleration mit der von w zusammenfallt, bleibt die Lage dieser Aie 
ungeändert. 

Nehmen wir an, die Gerade m rotire continuirlich um die Punkte 
m, ntj, etc. einer Curve, d. h. sie umhülle bei ihrer Bewegung diese Curve 
und es sei m zur Zeit t der Botationspunkt, die Elementaracceleration du 
habe dagegen in diesem Augenblicke ihr Centrum in dem Punkte p. 
Durch Zusammensetzung von w mit du muss dann die Gerade eine Eö- 
tation um den Punkt tn, d. h. den m benachbarten Punkt unserer Cune 
annehmen. Diese neue Botation hat zur Geschwindigkeit w -(- du. An- 
statt dieselbe aber um m, erfolgen zu lassen, verlegen wir sie nach m, 
müssen dann freilich eine Translation von der Grösse 

(w + du) nii m 

hinzufügen. Da nt] m = d s, d. h. gleich dem Differential des Curven- 
bogens, so ist diese Translation gleich 

(w + du) ds, 

welches sich mit Vernachlässigung des unendlich Kleinen zweiter Ord- 
nung auf 

w . ds 
reducirt. Diese Translation entspricht einer Translationsgeschwindigkeit 

ds 

W . -TT = W . V, 

dt 
wenn zugleich v die Geschwindigkeit bezeichnet, mit welcher die Bota- 
tionscentra auf der Curve wechseln, oder die Geschwindigkeit mit welcher 
der Berührungspunkt von m mit der Curve längs der letzteren hin seine 
Stelle ändert. 
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Wir haben so statt der Botationsacceleration in p von der Grösse 

du 

nun eine Botationsacceleration 

du 

•i^'^rt 

A TV 

in nt, wofür wir auch -^^ setzen können, da ja in der Tliat d u der Zu- 
wachs an Geschwindigkeit ist, den w in der Zeit d t erleidet ; und ausser- 
dem noch eine Translationsacceleration 

welche normal zur Tangente und zwar nach aussenhin^ d. h. von der con- 
caven nach der convexen Seite wirkt. Von dieser letzteren Eigenschaft 
überzeugen wir uns durch folgende Betrachtung. 

Da der Zutritt der Elementaracceleration du zu der Geschwindigkeit 
w die Tangente aus der Rotation um m in die Rotation um m, über- 
führen soll, so muss p, das Rotationscentrunoi von du, auf derjenigen 
Seite der Tangente liegen, wo die Curve auch liegt. Da nun im Allge- 
meinen tn, zwischen m und p liegt, so wird durch Verlegung von 
w + du aus ntj nach m eine Translationscomponente nöthig, die den 
Tunkt m und mithin die ganze Tangente nach der convexen Seite der 
Curve führt, wie sich ergiebt, wenn man diese Verlegung vornimmt mit 
Hilfe der in m angebrachten Rotationen mit den Geschwindigkeiten -|- d u 
und — du. Die letztere erzeugt dann mit der in m, wirkenden d u die 
nach aussen gerichtete Translation 

du . nti m. 

Der Translationsacceleration 

g?n = w . V 
lassen sich noch zwei andere Formen geben. Es ist nämlich 

drds dr^ds ^ 

•f" = ^-^ = dt-dt = Wd^ = ' •^' 

da d s : d T == (>, d. h. gleich dem Krümmungshalbmesser ist. Andrer- 
seits haben wir 

dr ds dr ds2_v2 

Wir finden also für die Translationsacceleration hier ganz dieselben 
Werthe, wie für die Normalacceleration bei der Punktbewegung; dagegen 
erzeugt letztere eine centripetale, erstere eine centrifugale Bewegung. 

Die Rotationsacceleration qpr lässt sich noch nach den Axen zerlegen 
in g>\ =r g)y Cos m, 

y", = g). Sin m. 
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Diese beiden Componenten lassen endlich eine Verlegung nach den 
Fundamentalpunkten je und y auf der Mittellinie zu, wodurch ihre Grösse 
nicht geändert wird, nur muss jetzt noch die Translationsacceleration 
— qPr p hinzutreten. 

5. — Ist die Lage einer Geraden durch die parallelen Coordinaten i 
und y bestimmt, und sind letztere als Functionen der Zeit gegeben, so ist 
es leicht, die Gesetze der Bewegung der Geraden zu bestimmen. Ist z. B. 

X =s a t, y = ± -r- so ist 

xy = ±ab 

die Gleichimg der von den beweglichen Geraden umhüllten Cunre, d. h. 
einer Ellipse oder Hyperbel. Die Lage des momentanen Botationspunktes 
der Geraden finden wir, indem wir denselben als den Schnitt der Grcraden 
mit den Coordinaten x, y und x + A ^i y + A J ^»^ der Grenze betrachten. 
Es ist dann für diesen Botations- resp. Berührungspunkt nt der Geraden 

Cotm = -^ = -f(x), 

wenn y = f (x) die Gleichung der Curve in parallelen Tangentencoordi- 
näten ist. 

Die Botationsgeschwindigkeit w der Geraden m ergiebt sich folgender- 
massen. Macht m mit den Axen den Winkel 0, so ist 

cot0 = ^!^=^, 
e 

wenn e der Abstand der parallelen Axen. Daher ist 

y — X 

= arc cot . 

e ' 

, -. dx — dy 

ü = ^ , . =4t • ö« 



Da aber 



d0 

= w, 



dt 
d. h. gleich der Winkelgeschwindigkeit ist, so erhalten wir 

w = (Vx — Vy ) . sin 02 : e, 
wenn wir 

dt ""^^ ' 

dt "^^^ 
nennen. Es sind diese beiden Werthe die Geschwindigkeiten, mit denen 
die Schnittpunkte der Geraden m längs den Axen hin ihre Stellung ändern. 
Wir könnten sie die Geschwindigkeiten von m auf den Axen oder die 
Axengeschwindigkeiten nennen. 



/ 



j 
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Aus dem oben gegebenen Ausdruck für w lassen sich nun auch Werthe 
für d w 

und ^ 

g-n = W2 . ^ 

finden, wenn wir für q den früher (§. 29, 5) gefundenen Werth 

_ [e^ + (y — ^VY" dx.d^y -dy.d'^i 
^"" e ' (dx — dy)3 

benutzen. 

Bewegt sich z. B eine Gerade m so, dass sie den Kreis 

Xy== 1/402 = r2 

umhüllt, so ist 

x= r.tgVsju, 

y = r.C0tV2/i, 

wobei fA der Winkel am Mittelpunkt ist, gebildet von dem Badius nach 
dem Berührungspunkt und der Mittellinie. 
Es ist aber ^ = ö, daher ist 

x = r.tgV20, 

y = r.cot*/a0, 
und hieraus können wir Vx und Vy ermitteln, wenn wir ^u = = k t ein- 
fach der Zeit proportional annehmen. Es ist jetzt 

V - ^^ 



Vy = 



2 cos V2 02 
-rk 



2 sin Va 02 

Daher ist 

r k sin 02 

•^~ 2 cos V2 02 sin V2 02 '~~^~^ 
da e = 2r ist. Die Acceleration dieser Bewegung reducirt sich daher 
auf die Translationsacceleration 

W2 rj , 

d. h. hier auf k2 r. 

Wenn in der That eine durch zwei aufeinanderfolgende Punkte eines 
Kreises gehende Sehne unter dem Einfluss einer centrifugalen Acceleration 
k^r steht, so geht sie in der Zeit dt nach aussen um 

i/2k2r.dt2, 

wie man mit Benutzung der bekannten Formel 

X=l/2gt2 

fär gleichförmig beschleunigte Bewegung findet. Durch Rotation um den 
Halbinmgspunkt der Sehne d s mit der Botationsgeschwindigkeit k bewegt 
sich deren Endpunkt nach innen um 

k.V2ds.dt = V2kr.d0.dt, 

.ÜBT er zagt, Quaternionen. 5 
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wenn d 6 der Winkel der nach den Endpunkten von d s gehenden Badien 
ist. Sollen diese beiden Verschiebungen einander gleich sein, so muss 

d© = k dt 
d. h. w =.k 

sein, was in der That der Fall ist. 

Die Untersuchung der Bewegung einer Geraden um einen Kegelschnitt 
lässt sich mit Benutzung der Gleichung 

xy = ±b« 
leicht fähren, ebenso die Bewegung der Tangente der Cykloide, wenn wir 
diese Curve betrachten als umhüllt von dem Durchmesser eines Kreises 
mit dem Radius 2r, wenn dieser Kreis längs der Basis rollt. Nimmt man 
hierbei die im Anfang und Ende des Cykloidenbogens einer Umwälzung 
errichteten Senkrechten auf der Basis als die x und y Axen an, so ist für 
die Tangente m, welche mit den Axen den Winkel macht, 

x = 2r — 2r0.cot0, 

y=:x + 2;rrcot0. 

Setzt man hierin = k t, so ist auch eine Abhängigkeit der Coordi- 
naten von der Zeit festgestellt, die einem gleichmässigen Rollen des Krei- 
ses entspricht. 

5. — Eine durch ihre parallelen Coordinaten festgelegte Gerade be- 
stimmt mit der Mittellinie und den beiden Axen ein Trapez, dessen dop- 
pelter Inhalt, bei senkrechter Stellung der Axen zur Mittellinie, 

2T = e(x + y). 
Daher ist 

dT 

2-ir = '^^^ -^^^^' 

Setzen wir nun 

dT 

dt ~ 
und nennen V die Streifen- oder Flächengeschwindigkeit der 
Geraden m, so ist, wenn wir auch noch e =: 1 annehmen, 

eine Formel, die vollständig analog ist der bekannten Beziehung für die 
Bewegung des Punktes 

V = VVx2 + Vy2" 

Zugleich sieht man leicht die Uebertragbarkeit der neuen Formel auf 
den Raum , wo für die Ebene M , mit den Coordinaten x, y, z auf drei 
parallelen Axen, der Inhalt P des prismatischen Pfeilers 

P = «/»(i + y + z)A 
ist, so dass wir 



Von den longimetrischen Functionen. — §. 32. 67 

-|^ = v = v.(v, + Vy + v,)A 

habeD, wenn ^ der Inhalt des Dreiecks ist, das zu Ecken die Anfänge 
der drei parallelen und zu diesem Dreieck senkrechten Axen hat. 
lilTeimeD mt noch 

d^T dV 

dt« dt 

die Streifenacceleration der Geraden, so ist 

dVx , dV, ,. , . 

worin nun <J>x und 0y die Accelerationen für die Bewegungen der Schnitt- 
punkte der Geraden m längs den Axen hin sind. 

Setzt man z. B. die Streifenacceleration dem Trapeze T direct oder 
umgekehrt proportional, oder auch gleich 

k 

i^ + yy . 

so lassen sich hieran Untersuchungen anknüpfen, welche den bekannten 
Aufgaben aus der Mechanik des Punktes, wobei man die Acceleration 
einer Function des ßadiusrectors proportional annimmt, entsprechend ver- 
laufen, und wobei die von m umhüllten Curven theilweise auch Kegel- 
schnitte sind. 

6. — Betrachtet man 

5 = y^, und rj = Vj 
als die Coordinaten einer Geraden m', so wird man zu einer Curve ge- 
führt, die dem Hodt)graphen von Hamilton vollständig entspricht, und 
die ähnlich wie der Hodograph der Punktbewegung Aufschlüsse über die 
Bewegung der Geraden m liefert. 

Wie man bei der Bewegung eines Punktes auf einer ebenen Curve 
nach der Richtung fragen kann, die er in jedem Augenblicke hat, so ist 
bei der Bewegung der Geraden der Rotationspunkt in jedem Momente 
wichtig, da er den Berührungspunkt der Geraden mit der von ihr um- 
hüllten Curve abgiebt. Rober val ist es bekanntlich zuerst gelungen, 
mit Benutzung der Zerlegung der Bewegung des Punktes, der eine Curve 
beschreibt, Methoden anzugeben für die Construction der Tangenten an 
eine Reihe solcher Curven. Ganz entsprechend lässt sich hier der Be- 
rührungspunkt der Tangenten finden durch Zerlegung der momentanen 
Rotation der Geraden, entweder in zwei neue Rotationen oder in eine Ro- 
tation und eine «Translation. Betrachtet man z.B. Ellipse und Hyperbel 
als umhüllt von Geraden, die auf zwei parallelen Geraden (den Axen) 
Strecken abschneiden, deren Product constant ist, so lässt sich leicht 
zeigen, dass die Rotationsgeschwindigkeit w um den Berührungspunkt sich 
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in zwei Botationen um die Schnittpunkte der Tangente mit den Axen 
und mit w' und w'' als Geschwindigkeiten zerlegen lässt, die so beschaffen 
sind, dass sie sich verhalten umgekehrt wie x zu y. Man braucht daher 
das zwischen den Axen liegende Stück der Tangente nur im umgekehrten 
Yerhältniss der Axenabschnitte zu theilen, um den Berührungspunkt zu 
bekommen. 

Betrachtet man die Parabel als umhüllt von dem zweiten Schenkel 
eines rechten Winkels, dessen Scheitel längs einer Geraden, dessen anderer 
Schenkel durch einen festen Punkt gleitet, so kann man die Botation der 
Tangente um ihren Berührungspunkt zerlegen in eine Botation um den 
Schnittpunkt mit der Scheiteltangente und eine entsprechende Translation. 
Durch Betrachtung der sich hieraus ergebenden Gleichungen findet man, 
dass die Scheiteltangente das zwischen dem Berührungspunkt und der 
Axe der Parabel liegende Stück der Tangente halbirt, und hat somit ein 
Mittel gefunden, um den Berührungspunkt zu bestimmen. 

Die Gykloide wird umhüllt von dem Durchmesser eines Kreises, der 
längs einer Geraden rollt. Der Badius dieses Kreises muss aber die 
doppelte Länge haben, wie der Badius der Kreislinie, deren Punkte 
dieselbe Gykloide beschreiben würden. Durch verschiedene Zerlegungen 
der Botation lässt sich nun als Berührungspunkt der 1*angente der Fuss- 
punkt des vom Botationspunkt des rollenden Kreises auf die Tangente 
gefällten Lothes nachweisen. Die einfachste Betrachtung ist wol folgenda 
Die Botation des Systems um den Berührungspunkt des rollenden Kreises 
mit der Basis kann nach jedem Punkte der Tangente der Gykloide verlegt 
werden. Doch muss jedesmal eine Translation hinzugefügt werden, die 
senkrecht steht auf dem Abstand des alten von dem neuen Botationscentnun. 
Nur wenn man den Fusspunkt des vom alten Gentrum auf die Tangente 
gefällten Lothes als neues Gentrum wählt, fallt die Translation in die 
Bichtung der Tangente, verschwindet also für unsere Betrachtung, nach 
den in (1) gemachten Voraussetzungen über die Yerschiebung der Geraden 
in sich; es ist also dieser Fusspunkt der Botations- resp. Berührungs- 
punkt der Tangente an die Gykloide. 

Nicht uninteressant ist die Gyklddenbewegung der Geraden auch da- 
durch, dass man sie entstanden denken kann, indem man die Gefade um 
einen ihrer Punkte gleichförmig rotiren lässt, während dieser Punkt längs 
einer Geraden, der Schelteltangente der Gykloide, gleichförmig fort- 
schreitet. 
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Ueber complexe longimetrische Ausdrücke. 

§. 33. Die Moiyre'sche Formel für longimetrische Functionen. 

1. — Es giebt für die longimetrischen Functionen eine;i Factor j, 
welcher bewirkt, dass 

(Cosc + jSinc) (Cosb + jSinb) = Cos (c + b) + j Sin (c + b) 

ist. Der absolute Werth des Factors j ist gleich 1, d. h. durch Multi- 
plication einer Grösse mit j wird ebenso wenig wie bei der Multiplication 
mit i oder mit j^ der Werth dieser Grösse verändert, wol aber findet 
dadurch eine Aenderung in der Stelle dieser Grösse statt, wie wir diess 
später zeigen werden. 

Als charakteristische Gleichung für j stellen wir hier fest, dass 

j* = 2j - 1- 
Man kaun zwar sagen, da diese Gleichung aus 

j - 1 = 
durch Quadrinmg abgeleitet werden kann, so ist j identisch mit 1; allein 
wir werden diesem Einwurf entgegen halten, dass der Grösse nach aller- 
dings j denselben Werth wie 1 hat, dass aber zwei Grössen von dem- 
selben absoluten Werthe deshalb noch nicht zur Summe (und so können 
wir ja j — 1 = j -|- ( — 1) auffassen) Null ergeben, d. h. sich voll- 
ständig aufheben oder vernichten müssen, obschon ihre algebraische Summe 
Null ist. Erläutert wird diese Behauptung durch das Beispiel gleicher 
aber entgegengesetzt gerichteter Translations- oder Eotationsgeschwindig- 
keiten, welche an verschiedenen Punkten eines räumlichen Systems ange- 
bracht sind, und von denen erstere eine Eotationsbewegung, letztere eine 
Translation hervorrufen, statt einander aufzuheben. 

Wenn wir daher in Zukunft auch häufig von der Gleichung 

j* = 2j - 1 
Gebrauch machen, so werden wir doch nie die Gleichung 

• j - 1 = 
benutzen. Der scheinbare Widerspruch wird sich, wie wir hoffen, eben 
dadurch heben, dass wir zeigen, j und 1 sind allerdings Einheiten, aber 
an verschiedenen Stellen im Kaume. Sobald aber die Stelle im Kaume, 
die eine Grösse einnimmt, mit zu ihrer Charakterisirung eingeführt wird, 
so sind absolut gleiche Grössen nicht mehr gleich werthig, wenn sie sich 
an verschiedenen Orten befinden, eine Behauptung, die sich ja auch leicht 
an Beispielen aus dem praktischen Leben als richtig nachweisen liesse. 

Multipliciren wir den Ausdruck 

(Cosc + jSinc) (Cosb + jSinb) 
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aus, indem wir j wie einen reellen Factor behandeln, so erhalten wir 

Cos c Cos b + j (Cosc Sinb + Sin c Cos b) -f j2 Sin c Sin b. 
Wenden wir hierauf die Bedingungsgleichung 

j^ = 2j - 1 
an, so wird dieser Ausdruck zu 
Cosc Cosb — Sin c Sinb + j (Sine Cosb + Cosc Sin b + 2Sinc Sinb). 

Mit Benutzung der Formeln in §. 16, 1 erhalten wir daher 

(Cosc + j Sine) (Cosb + j Sinb) - Cos (c + b) + j Sin (c + b). 

Aus dieser Gleichung lässt sich leicht herleiten, dass 
(Cosc, -i jSinc,) (Cos c^ + j Sin c^) . . . .'(CosCn + jSinCn) 

= Cos (Cj + c^ 4- . . . + Cn ) + j Sin (c, + ^2 + • • • + Cn ) 
ist, und ebenso dass 

(Cosc + j Sin c)^ = Cos n c -f j Sin n c, 
wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet. Die Erweiterung dieser Formel 
auf negative , gebrochene und irrationale Exponenten erfolgt, auf dieselbe 
Weise, vie diess bei der Moi vre 'sehen Formel 

(cos y + i sin 9)" = cos n y + i sin n y 
geschieht. Dadurch ist aber die Giltigkeit der Moi vre 'sehen Formel 
auch für longimetrische Functionen un*ter Annahme eines j nachgewiesen, 
für welches die Gleichung 

P = 2j - 1 

gilt. 

2. — Wir können uns nun auch complexe . Zahlen denken von der 
Form 

a + jb 
und mit denselben rechnen. Damit diese longimetrisch complexen Zahlen 
die gewöhnlichen reellen Zahlen umfassen, werden wir die Definition der 
einzelnen Kechnungsarten nur so zu bilden haben, dass dadurch die Ope- 
rationen mit Ausdrücken ohne j als besondere Fälle auftreten. Wir v^ollen 
diess dadurch thmi, dass wir feststellen, alle Bechnungen mit longimetrisch 
complexen Zahlen werden so ausgeführt, als wäre j ein reeller Zahlen- 
factor. Berücksichtigt man dabei noch, dass 

P = 2j - 1, 
oder, da 

j = Cos 1 + j Sin 1 =. Cos ab + j Sin ab 
gesetzt' werden darf, dass 

jn = (Cos 1 -f j Sin 1)" = Cosn -f jSinn = Cosn.ab + jSinn.ab 
ist, so lässt sich das Resultat der Rechnungen mit longimetrisch com- 
plexen Zahlen immer wieder auf die Form 

a + jb 
bringen. Wir finden so z. B. 
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(a + j b) ± (c + Jd) = a + c + j (b ± d), 
(a + jb) (e + jd) = ac — bd + j (ad + bc + 2bd). . 
Es ist ferner 

a + jb ^ (a-f jb) (m + jn) 
c + jd (c + jd) (m + jn) 

am — bn + j (an + bm-|-2bn) 

cm — dn + j (cn + dm^2dii) 
Nimmt man nun m und n so an, dass 

cn + dm + 2dn = 
wird, so erhält man als Quotient zweier longimetrischer Complexen einen 
neuen longimetrisch complexen Ausdruck. Die vorstehende Gleichung 
liefert aber 

^ _ _ c+ 2d 
n d 

Durch Einsetzen dieses Werthes erhalten wir 

a + jb _ ac + 2ad + bd + j (bc — ad) 
c + jd "" (M^d)~2 

3. — Die Rechnung mit longimetrischen Complexen vereinfacht sich 
vielfach, wenn man die einzelnen Complexen auf eine reducirte Form, d. h. 
auf die Form u (Cos c + j Sin c) bringt. Diess geschieht «uf folgende 
Weise. Es ist 



a + jb = (a+b)(^ + j^) 



= u (Cos c -f j Sin c), 
wenn wir a + b = u setzen und 

— = Cos c, — = Sin c, 
u u 

mithin ^ b 

Tang c = — 
d 

annehmen. 

Stellen in dem Ausdruck 

a + jb 
a und b zwei Strecken dar, welche auf den Axen eines Geradencoordinaten- 
systems (vergl. §. 20) von f und p aus abgeschnitten sind, so können wir 
uns unter u eine dritte Strecke denken, deren absolute Länge gleich a + b 
ist, die aber in dem, Punkte c der Mittellinie parallel zu den Axen ange- 
bracht ist, wobei c so liegt, dass 

Tang c = — 

Hiermit ist eine Bedeutung des u ganz nach Analogie der Bedeutung 
von Q in ^ 
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Q (oos 9 4-^3^^ 7) 
gewonnen, ohne dass jedoch das Vorstehende als Beweis für diese Annahme 
gelten könnte. Eine schärfere Begründung dieser Deutung von 

u (Cos c + j Sin c) 

findet sich erst im folgenden Paragraphen. 
Ist nun 

Uc = u (Cos c + j Sin c), 
Y^ = Y (Cosb + j Sin b), 

und nehmen wir an, dass, um reducirte Ausdrücke mit einander zu mul- 
tipliciren, man die reellen Factoren mit einander und ebenso die com- 
, plexen Theile mit einander multiplicirt, in Uebereinstimmung mit der 
früheren Annahme in Bezug auf die Rechnung mit j, so ist 

Uc Vb = u V (Cqs (c + b) + j Sin (c + b)) 

und 

Uc : Vb = — (Cos (c — b) + j Sin (c — b) ). 

Das letzte Besultat ergiebt sich dadurch, dass man den Bruch 

Cos c + j Sin c 
Cos b + j Sin b 
in Zähler und Nenner mit 

Cos (— b) + j Sin (- b) 
multiplicirt. 



§. 34. Herleitnng des Factors j. 

1. — Es ist bis jetzt noch nicht angegeben worden, wie j ermittelt 
wurde, welcher algebraische Ausdruck statt seiner gesetzt werden darf, 
und welche geometrische Bedeutung wir ihm beizulegen haben. 

Da die löngimetrischen Functionen nur ein besonderer Fall der all- 
gemeinen goniometrischen Functionen, sind, und sich jene aus diesen da- 
durch ergeben, dass man den Basiswinkel X = annimmt, so werden wir 
auch aus j^^ ein j^ erhalten, wenn wir A = setzen. Es ist aber 

A 

daher 

Jo = (-1)«. 
Da der letzte Ausdruck auch 

CO 
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ist, so sieht man, dass dem jo eine gewisse Unbestimmtheit und Yiel- 
ieutigkeit anhaften. Diess mag theilweise seinen Grund darin haben, 
iass jo die Eigenschaft zukommt, um die Längeneinheit zu verschieben, 
iiese Länge aber eine willkürliche ist. Jene Unbestimmtheit existirt 
nicht, wenigstens nicht in demselben Masse, für 

2 

i=V-l, . 
und auch nicht allgemein für 

JA=(-1)". 
scheint dagegen für j^ in der Natur dieses Verschiebungsfactors begrün- 
det zu sein. 

2. — Die Ableitung der longimetrisch complexen Ausdrücke aus den 
goniometrischen kann direct so erfolgen. 

j. Es sei Winkel aob (Fig. 18) gleich X. Nehmen 
wir nun auf a b einen Punkt c an, verbinden denselben 
mit 0, ziehen dann c b || b o, so ist 

oc = ob + j^bc, 

oder es ist, wenn wir o c mit rc bezeichnen 

rc = r '^Cos a c + Ja r '^ Sin a c 

= r('^Cos aoc + j;^ '^Sin aoc). 
Lässt man nun die Punkte a, b, c fest bleiben, 
während o auf der Bichtung c o ins Unendliche rückt, 
so bleibt vorstehende Gleichung fortwährend richtig, 
es gehen nur an der Grenze Sin, Cos und j^ in die 
entsprechenden longimetrischen Ausdrücke über. Da nämlich 

ob 




^Cos öoc = 
^Sin aoc = 



oc 
bc 



oc 

und da wir bei grösser werdendem co ohne merklichen Fehler ao = co 
setzen können, so wird 

kn ^ *^^ öb bc cb ^ 
'^Cos aoc = — =*= — = — - = — ^ == Cos c, 

oc pa ba ab 

und da an der Grenze oc gleich ob wird, so ist 

iQ. bc bc ac a» 

'^Sm aoc = — = — r = — r = Sm c, 

oc ob ab 

wenn die longimetrischen Functionen von c auf a b als Einheit bezogen 
werden. Es ist daher an der Grenze 

Tj ass r . (Cos c + Jo Sin c). 
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Da nun r^ nur r in dem Punkte c mit der Richtung c o bedeutet, 
und wir 

rc -= r.f(c) 

setzen können, d. h. r multiplicirt mit einem gewissen Factor, den wir 
den Stellen- oder Verschiebungsfactor nennen wollen, so haben wir 

r . f (c) = r (Cos c + jo Sin c), 
oder 

f(c) = Cos c + jo Sin c. 

Wir dürfen hieraus schliessen, dass f (c) ein Factor ist, der mit einer 
Strecke u von gegebener Kichtung multiplicirt, andeutet, dass diese 
Strecke ihren Anfang im Punkte c der Mittellinie ab hat , wenn Sin c 
und Cos c auf a b als Basis bezogen sind. Dabei braucht u nicht senk- 
recht zu ab zu sein, sondern kann einen beliebigen Winkel damit bilden, 
wie aus obiger Ableitung hervorgeht, die etwas einfacher wird, wenn man 
aob ein gleichschenkliges Dreieck sein lässt, wo dann aber an der Grenze 
re senkrecht auf a b ist. 

Liegt dej Punkt c in a, so iöt 

f(a) == f (0) = CosO + Jo Sin = 1; 
liegt dagegen c in b, so ist 

f(b) = f(l) = Cosl + JoSinl = j. 

Mithin ist j der Verschiebungsfactor um die Länge ab, d. h. um die 
Längeneinheit. 

Es ist daher für unsre Betrachtungsweise 

Ufl = u.f(a) = u.f(0).=. u. 1 = u 

eine Strecke im Punkte a, während 

Uö = u.f(b) = uf(l) = u.j = ju 

eine in b befindliche Strecke ist. 

Während wir uns also hier jede Strecke , die mit 1 multiplicirt ist, 
d. h. jede Strecke ohne einen j enthaltenden Factor, in dem Punkte a ange- 
bracht denken müssen, so ist eine mit j multiplicirte im Punkte b zu 
denken, wenn wir ab als die Längeneinheit betrachten. Es wird daher 
nur eine weitere Folgerung hieraus sein, wenn wir 

j^ • u = j . ( j u) ;= j . Ub 

ansehen als eine Strecke, die wir erhalten, wenn wir u von dem Punkte 
a nach b und sodann nochmals um ab weiter, etwa nach b schieben, so 
dass ab = 2 . a b ist. Ebenso ist 

j" . u 
eine zu ihrer Anfangslage in a parallele Strecke, die aber in einer Ent- 
fernung ap SS n . a b auf der Geraden ab angebracht ist. 



I 
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Da wir 

j =T= Cos 1 + j Sin 1 
setzen können, so ist 

jn =r Cos n + j Sin n, 
d. h. ein Factor, der um n.ab auf der Richtung ob verschiebt, wobei 
Htm n ganz oder gebrochen sein kann. 

Auch ergiebt sich jetzt direct die Richtigkeit des Satzes, dass 
(Cos c + j Sin c)*^ = Cos n c + j Sin n c. 
Die linke Seite ist nämlich ein Factor, der verlangt, man solle nmal um 
die Strecke a c verschieben in der Richtung a b. Die rechte Seite ver- 
laugt dagegen, dass man direct um n mal die Strecke a c verschiebe. Die 
Resultate beider Operationen sind aber identisch, mithin ist obige Gleichung 
richtig. 

3. — Der Ausdruck 

a -f j b = (a -[- b) (Cos c + j Sin c) 
lässt sich jetzt aber so auffassen. Es ist 

a + jb 
die Summe zweier parallelen Strecken, von denen die eine in a, die an- 
dere in b angebracht ist. Der Ausdruck 

(a-hb) (Cosc + jSinc) 
drückt dagegen die Strecke von der Länge 

u = a-|-b 
aus, befindlich im Punkte c. Wir kommen daher hier auf eine eigen- 
thümliche Addition paralleler Strecken. Den Betrachtungen, wie sie von 
Möbius zuerst in die Geometrie eingeführt, und von Hamilton in der 
ausgedehntesten Weise verwerthet wurden, über die geometrische Addition 
von einander schneidenden Strecken liegt folgender Satz zu Grunde. 
Die geometrische Summe zweier aufeinander folgender Seiten eines Drei- 
ecks ist die dritte Seite, durchlaufen in der Richtung vom Anfang der 
ersten zum Endpunkt der zweiten Seite, ein Satz, der sich auch so aus- 
sprechen lässt: Die Summe zweier Seiten an einer Ecke eines Parallelo- 
granunes, die ihren Anfang in dieser Ecke haben, ist gleich der da- 
zwischen liegenden Diagonale. Von der Summation paralleler Strecken 
handelte man bis jetzt nicht ausführlich, da man für die meisten Unter- 
suchungen damit ausreichte, parallele Strecken als identisch zu betrachten, 
wenn sie gleiche Länge hatten; über die Lage der Summe paralleler 
Strecken finden sich nirgends Andeutungen. Wir werden dagegen hier 
durch die longimetrisch complexen Ausdrücke dazu geführt, als Summe 
zweier parallelen Strecken a und b die dritte zu a und b parallele Strecke 
anzusehen, deren Anfang den Abstand der Anfänge von a und b im Ver- 
hältniss von b : a thält, und deren Länge gleich der Summe der abso- 
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luten Längen von a und b ist. Diese Summationsmethode ist vollständig 
diejenige, welche als Gesetz für die Addition paralleler Kräfte gilt. Anch 
für die Subtraction einer Strecke von einer parallelen ergeben sich hieraus 
Verfahren, die ganz übereinstimmen mit der Methode der Addition ent- 
gegengesetzt paralleler Kräfte. 
Aus 

a + jb = Ut 
folgt nämlich 

Uc — a = j b, 
d. h. als Unterschied paralleler Strecken müssen wir die dritte Strecke 
ansehen, deren Länge gleich der Differenz der absoluten Länge des Mi- 
nuendus und der des Subtrahendus ist, und die den Abstand der Anfangs- 
punkte der beiden Glieder des Unterschiedes im umgekehrten Verhältniss 
dieser Glieder äusserlich theilt. Dabei liegt diese Differenz auf der Seite 
des grosseren Gliedes, mit dem sie auch gleichstimmig parallel läuft. 

Mit Benutzung dieser Sätze sieht man nun auch leicht, dass 

2j-l=j2 

ist. Die linke Seite stellt zwei Strecken dar in b und a, erstere von der 
Länge 2, letztere von der Länge 1. Die Differenz ergiebt daher eine 
dritte Strecke von der Länge eins in einem Punkte, dessen Abstand von 
a gleich 2ab ist. Die Eichtigkeit von 

j2u = (2j • l)u 
lässt sich nun auch leicht nachweisen. 
4. — Man könnte versucht sein, 

• 

— J 
als einen Factor zu betrachten, der in der Sichtung ba um die Längen- 
einheit verschiebt. Dem ist jedoch nicht so. Es ist 

— j 

eine Länge ( — 1) in dem Punkte b. Das Verschieben in der Bichtung 
b a wird dagegen hervorgerufen durch Division mit j. Denn es ist 

i- = j-i = (Cos 1 + j Sin l)-i = Cos (—1) + j Sin (-1), 

J 

d. h. ein Werth, der um die Längeneinheit von a aus nach links liegt 
oder verschiebt. 

Man wird dieses Resultat auch ganz in Ordnung finden, wenn man 
bedenkt, dass Multiplication mit j um a b verschiebt, eine darauffolgende 
Division mit j dagegen die Strecke wieder in ihre alte Form resp. Lage 
führen muss, also um b a zurückschiebt. 

Dass wir nach vorstehenden Erörterungen 

j-i 

nun nicht mehr einfach gleich Null setzen dürfen, ist klar. Es ist diess 
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ja jetzt die Differenz gleicher Strecken" von der Längeneinheit, die aber 
in b und a angebracht sind. Es bietet dieser Ausdruck einige Schwierig- 
keiten. Er stellt eine Strecke Null dar im Unendlichen auf der Kichtung 
a b, kann also ganz gut als der Vertreter eines Punktes im Unendlichen 
gelten. Fasst man dagegen die in a und b auftretenden gleichen aber 
entgegengesetzten Strecken als Vertreter von Kräften oder Eotationen auf, 
so stellt j — 1 bezüglich ein Kräfte- oder ein Rotationspaar dar. 

5. — Haben wir im Vorstehenden gesehen, wie u (Cos m + j Sin m) 
eine Strecke u bezeichnet, die einer gegebenen Eichtung parallel geht 
und auf der durch a und b bestimmten Geraden im Punkte m ihren An- 
fang hat, so kann man 

Cos m + j Si^ wi 
betrachten als eine solche Strecke von der Längeneinheit ; man kann diesen 
Factor aber auch als Ausdruck für die Lage des Punktes m auffassen, 
und es repräsentirt dann jeder solche complexe Ausdruck eine Stelle 
der Mittellinie, wie die goniometrisch complexen Ausdrücke 

cos g) + i siii 9 
und Cosy +j;^ Siny 

eine durch den Schnittpunkt der Axen gehende Eichtung darstellen. 

Es entsprechen so z. B. den Punkten a und b die Zahlen 1 und j. 

Es ist ferner 

^/2 + V2 j 

die Zahl für den Halbirungspunkt des Abstandes ab. Es ist ferner 

der im Unendlichen gelegene Punkt. Es sind 

Cos m ± j Sin m 
harmonisch zu a und b gelegene Punkte, während 

Sin m ± j Cos m 
die zu jenen in Bezug auf a und b symmetrisch gelegenen Punkte dar- 
stellen. 

Negative Ausdrücke, wie 

— Cos m — j Sin tn 
müssen wir betrachten als 

(—1) (Cos m + j Sin m), 
d. h. als Ausdrücke für eine negativ gerichtete Strecke von der Länge 
der Einheit, die ihren Anfang in m hat. 

6. — Durch die vorstehenden Betrachtungen dürfte über den Werth 
und die Bedeutung von j hinreichend Aufschluss gegeben sein. Die 
Wichtigkeit der Sache mag es entschuldigen, wenn wir versuchen, diesen 
Translationsfactor j abzuleiten, ohne uns auf die Bedeutung goniometrisch 
complexer Ausdrücke zu stützen. 
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Hat eine Strecke u ihren Anfang in dem Punkte q der Mittellinie 
abj so wollen wir dieselbe einfach mit u bezeichnen. Liegt dagegen ihr 
Anfangspunkt in dem Punkte c der Mittellinie, während die Kichtung 
von u dieselbe geblieben ist, so wollen wir einmal annehmen, dass wir 
diese Lagenverschiedenheit ausdrücken könnten durch 

u f (z), 
wobei z = a c ist. Obschon wir von der Form des f (z) nichts im Voraus 
sagen können, müssen wir von seinem Werthe verlangen, dass er gleich 
1 sei, da durch die Verschiebung des u nichts an seiner Grösse geändert 
wird. Der Winkel, den u mit der Richtung ab bildet, braucht in f(z) 
nicht aufzutreten, da derselbe durch die Verschiebung nicht geändert 
werden soll. 

Denken wir uns u von a aus nach c und dann von dort nach b 
(auf ab) geschoben, so dürfen wir, wenn ac = z, cb = t gesetzt wird, 
annehmen, dass sich u in dieser neuen Lage ausdrücken lässt sowol 
durch 

uf(z).f(t) 
als auch durch 

uf(z + t), 
dass daher 

f (z) . f (t) = f (z + t) 
sein muss. 

Aus dieser Gleichung folgt, dass 

f(z).f(z) = f(z)2 =.f(2z) 
ist, und allgemein, dass für ganze positive m 

f(z)™ = f(mz) 
ist. Für z = 1 wird dieser Ausdruck zu 

f (m) =. f (1)°» = C«^, 
wenn wir f (1) als eine Constante mit C bezeichnen. Ueber den Nachweis 
der Giltigkeit dieser Formel für beliebige m vergleiche man die Be- 
merkung in §. 12, 8. Es fehlt uns nun aber hier zur Ermittelung des 
Werthes von C ein schon im Voraus bekannter Verschiebungsfactor f (m). 
Bei den goniometrischeu Functionen waren wir durch das Herkommen 
darauf vorbereitet, den Drehfactor 

f(7r) = - 1 

ZU setzen, weil durch Drehen einer Strecke um 180^, sie in die negative 
Strecke verwandelt wird. Hier müssen wir zu einer Annahme unsre 
Zuflucht nehmen. 

Da wir bei den jetzigen Untersuchungen über parallele Strecken nicht 
bloss deren Grösse, sondern auch ihre Stelle in Betracht ziehen, so muss 
ihrer Summe auch eine gewisse Stelle angewiesen werden, und zwar eine 
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Stelle, die weder die des einen noch die des anderen Summanden ist, wenn 
sich dieselben an verschiedenen Orten des Raumes befinden. Sind die zu 
addirenden Strecken nun an Länge einander gleich, so liegt es nahe, als 
Summe derselben die Strecke zu betrachten, welche gleich der doppelten 
Länge eines der Posten ist, und die vom Halbirungspunkte des Abstandes 
der Anfange der Summanden parallel zu denselben gezogen ist. Es müsste 
also in der obigen Bezeichnungsweise sein 

uf(z) -f uf(t) = 2uf[V2(z 4- t)], 

wenn wir hier t ebenfalls den Abstand der zweiten Strecke von a sein 
lassen, oder es ist 

f(z) + f(t) = 2f[V2(z + t)]. 

Diese Gleichung wird durch Differentiation nach z zu 

r(z) = f'[V«(z + t)], 
and durch Differentiation nach u zu 

r(t)-r[V2(z + t)]. 

Hieraus folgt, dass 

f (z) = f (t), 

d. h. es ändert sich f (z) nicht, wenn sich z ändert, es ist also f (z) 
eine Constante k. 
Aus 

r(z) = k 
folgt aber 

f(z) = kz + kj. 

Da aber f (0) = 1 ist, so muss k, = 1 sein. Setzen wir ferner 

k = j - 1, 
wo j bis jetzt uns noch unbekannt ist, so wird 

f(z) = jz + (1-z). 
Indem wir aber die Länge ab gleich der Längeneinheit annehmen, 
dürfen wir 

z = Sine, 
1 — z = Cosc 
setzen. Es wird dadurch 

f (z) = Cos z + j Sin z = Cos c + j Sin c. 
Nehmen wir die Strecke u im Punkte b an, so wird 

U5 = f (1) . u = u . (Cos 1 + j Sia 1) == u j. 

Es ist mithin j ein Factor, welcher bewirkt, dass eine damit multi- 
plicirte Strecke u um die Länge ab, d. h. um die Längeneinheit ver- 
schoben wird. Nach der gefundenen Bedeutung von j wird uj^ eine 
Strecke sein, die um 2 a b von a absteht. Zufolge der gemachten Annahme 
über die Addition paralleler gleicher Strecken ist dann aber 
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u + pu = j . 2u, 
oder 

1 + j» = 2j, 
und damit sind wir wieder zu der von uns in g. 31, 1 gemachten An- 
nahme 

j^ = 2j ~ 1 
gekommen, mit deren Hilfe wir dort den Mo irre 'sehen Satz für longi- 
metrische Functionen bewiesen. 

Die Gesetze über die Addition ungleicher paralleler Strecken ergeben 
sich jetzt wieder wie in (3) dieses Paragraphen. 

7. — Wenn die Bedeutung des j einmal festgestellt ist als die eines 
Factors , welcher eine damit multiplicirte Strecke u um die Länge a 6 in 
eine parallele Lage yerschiebt, und dass eine Verschiebung um ac ausge- 
druckt wird durch den der Strecke u beigegebenen Factor 

Cos c -f- j Sin c, 
so können wir diesen neuen Yerschieber bezeichnen mit je, .das alte j 
daher jetzt jb nennen. Dann ist die Abhängigkeit dieser Factoren aus- 
gedruckt durch 

je = Cosc + jb Sine, 
oder durch 

jb = Cos b + je Sin b, 
wenn im ersten Falle ab als Basis für die longimetrischen Functionen 
gilt , im zweiten dagegen diese Functionen auf a c bezogen ^jind. Diese 
Formeln sind ganz analog den allgemeinen goniometrischen Formeln, 
wonach 

j^ = Cosy + j;t Siny 
und 

j^ = CosX + j^SinX 

ist. Die Herleitung erfolgt so. Da 

j, = Cosc + j, Sinc=(||- + j, ^) 

ist, so haben wir 

ab . je = cb + jb ac, 
mitbin 

. __ cb , ab . 
^' ^ ~ TF'^lü ^'' 
bc , . ab 

= h Je — ' 

ac ' ^^ ac 

= Cos b + je Sin b, 

wenn wir in der letzten Gleichung die longimetrischen Functionen auf a c 

als Basis beziehen. 
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Als abgekürzte Bezeichnung für cömplexe reducirte Ausdrücke könnte 
nan mit Hamilton einführen 

cos 5p + i sin gp = eis 9, 
laher für allgemeine goniometrische Complexen 

^Cos 9 + j^ ^Sin 9 = Cj^Sy = ^CjSy; 
and für longimetrische Complexen könnte man setzen 

Cosm + jb Sinnt :^ Cjb Sm. 

Hier tritt zum ersten Mal die Nothwendigkeit heran, statt jb viel- 
leicht jb zu schreiben, wenn wir mit b den Abstand des Punktes b von a 
bezeichnen. Dabei bedeutet b nicht bloss die Länge b, sondern zugleich 
diese Länge nebst deren Richtung. Dann ist j,^ ein Drehfactor um den 
Winkel 9, jb ein Verschiebungsfactor in der Eichtung und um die Länge 
ab = b. Hamilton selbst bezeichnet Strecken, wenn ihre Länge und Rich- 
tung berücksichtigt wird, mit griechischen Buchstaben. Unter dieser An- 
nahme würde dann 

Ja 

bald ein Drehfactor um den Winkel «, bald ein Verschiebungsfactor um 
die Länge und in der Richtung des Vectors a sein. 

Ist für longimetrische Functionen die Richtung der Verschiebung 
eine bekannte und die Länge des Fundamentalabstandes ab etwa gleich 
der Längeneinheit, so kann man eine Verschiebung um am einfach aus- 
drücken durch 

cos m + j sin m — cjs m, 

welches dann dem fnr goniometrische complexe Ausdrücke mit gemeinen 
gonimetrischen Functionen giltigen 

eis fp 
entspräche, indem man für diesen Fall die longimetrischen Functionen 
auch mit kleinen Anfangsbuchstaben schriebe. 

Der Nachweis aber , dass sowol i wie j eine reelle geometrische Be- 
deutung haben, dass t)eide nämlich durch Strecken dargestellt werden 
können, muss bis zum zweiten Theile der gegenwärtigen Untersuchungen 
ausgesetzt bleiben. 

8. — Im Vorstehenden ist eine grosse Analogie zwischen allgemeinen 
goniometrischen Complexen und den longimetrisch complexen. Ausdrücken 
nachgewiesen worden. Es bleibt noch eine Lücke. Die allgemeine 
Moi vre 'sehe Formel 

(Cos 9 + j, Sin cp)! ^ Cos ^^-^^±y- + JA Sin ^^^ + 9 

n n 

ergiebt als Resultat der Radicirung n verschiedene Werthe^ Wenn n eine 

ganze positive Zahl ist, Werthe, die man erhält, indem man k die Reihe 

Unverzagt, Qaatemionen. ß 



82 Zweiter Abschnitt 

der ganzen Zahlen durchlaufen lässt. Man kann nach dem entsprechenden 
Satze für longimetrische Functionen fragen. Derselbe fehlt, und zwar aus 
folgenden Gründen. 

Der Eigenthümlichkeit eines Winkels, wonach die Schenkel von y auch 
zugleich die Schenkel von 2jr + 9>i 43r + y etc. sind (vergl. §. 12,10), 
giebt es für eine Strecke ab nichts Entsprechendes, man müsste denn 
diese Strecke als Stück eines Kreises mit unendlichem Badius auffassen. 
Dann gehörten allerdings zu a 6 zwei Halbirungspunkte , m und ntj , von 
denen der letztere aber im Unendlichen läge. Dass eine Dreitheilung der 
Strecke' ab zu drei Punkten führt und eine Theilung der Strecke a b in n 
gleiche Theile, n verschiedene Endpunkte des ersten Stückes ergiebt, Yon 
denen aber n — 1 im Unendlichen liegen, lässt sich folgendermassen zeigen. 

In (6) dieses Paragraphen haben wir den Verschiebungsfactor f (z) 
ermittelt, mittelst der Gleichung 

f (Z) . f (t) = f (2 + t) 

und gefanden, dass 

f (z) = C« 

ist. Gesetzt wir wollten mit Hilfe dieser Gleichung den Punkt ermitteln, 
welcher den Abstand ab halbirt. Dann hätten wir, wenn wir den Ab- 
stand des Halbinmgspunktes von a mit z, dagegen ab mit 1 bezeichnen, 

C« . C« = 02« = Gl , 
oder 

o = ±c*, 

und 1 

BlogC = log(±C'), 

1 



also 

z 



_ log(+C') _,. 



, _ log(-C') _ log C' + log (-1) 
^.- logC - logC 

'• + logC - '•+ IC 
Da wir nun gefanden haben 

C = j = (-1)», 
so ehalten wir für 

d. h. der zweite Halbirungspunkt liegt im Unendlichen. 

Soll a b in drei gleiche Theile getheilt werden, und nennen wir wieder 
z den Abstand des ersten Theilpunktes von a, so ist 

(C»)3 = C3« = Gl, 
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_ '/alogC 4- logi?^! 

log C 

3 

Da die y 1 drei Werthe hat, so wird auch z dreiwerthig, und zwar 

2k 
i/3 + Clog (_1) 3 ^ 

renn wir k der Beihe nach 0, 1, 2 und allgemein 

log C "^ 

«tzen. Hiervon werden aber die beiden letzten Werthe unendlich f&r 

C = jo = (-1)». ■ 
Soll allgemein ab in n gleiche Theile getheilt werden, und ist z 

jleich dem Abstand des ersten Theilpunktes von a, so haben wir 

mithin 

C' = |/C, . 
and 

1. . 2k 

n 



= -i- + «log(l-) = -i- + «log (- 1)' 



worin für k alle ganzen Zahlen zulässig sind. Für C = j,, = (— 1)^ 
werden aber von diesen n Werthen des z deren n — 1 unendlich. 

§. 35. üeber die Verwendbarkeit longimetrisch complexer Aasdiücke 

in der Geometrie nnd der Mechanik. 

1. — Man kann dem complexen Ausdruck 

oder 

u = ^ (Cos 9 + j^ Sin y) 

drei verschiedene Bedeutungen beilegen. Es stellt derselbe dar 

1) den Punkt mit den cartesischen Coordinaten x und y, die den 
Coordinatenwinkel X miteinander bilden; derselbe Punkt kann auch durch 
die Polarcoordinaten q und y bestimmt gedacht werden ; 

2) oder man kann sich u als den Yector denken, der die Länge 

^ = Vx2 -[- y2 _|_ 2 X y ^Cos 9p hat, und der unter dem Winkel gp gegen 
eine feste Kichtung geneigt ist; oder es stellt 
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3) u die unbegrenzte Gerade dar, welche auf den Axen mit dem 
Winkel X die Stücke x und y abschneidet, eine Gerade, als deren Coor- 

dinaten man i = und 17^=: — bezeichnet hat. 

Besteht nun für x und y in 

^ = X + Ja y 
eine Beziehung etwa so, dass beide als Functionen von t auftreten, so 
geben die verschiedenen u eine Folge der so dargestellten Elementar- 
gebilde, d. h. von Punkten oder Geraden, deren Gesammtheit bei conti- 
nuirlich sich änderndem t zu einer Punktcurve oder zu einer UmhüUungs- 
curve führt. 

Die Untersuchung dieser Curve kann dann mit Benutzung von u ge- 
führt werden. Stellt hierbei t die Zeit dar, so kann man die Bewegung 
des Punktes oder der Geraden untersuchen, durch deren Ortsveränderung 
die Curve beschrieben, beziehungsweise umhüllt wird. 

2. — Ganz analog zu dem eben Vorgeführten kann man 
u = X + i, y = w (Cos m + Jo Sin m) 
auf dreifache Art eine geometrische Bedeutung geben. Es stellt jetzt u 
dar entweder 

1) den Punkt m, der um 

w = X + y 
von der Mittellinie eines Axensystems mit parallelen Axen (vergl. §. 19, 2) 
absteht, und der zugleich den Abstand der Axen so theilt, dass 

Tangm = — . 

Der Abstand w des Punktes ist bei schiefer Stellung der Axen zur 
Mittellinie parallel zu diesen Axen anzunehmen. Dabei könnte man i 
und y als Coordinaten des Punktes m betrachten, ebenso w und etwa 
Tang m als eine Art Polarcoordinaten dieses Punktes (vergl. §. 19, 1); 
oder es stellt 

2) u die in (1) bezeichnete Strecke w dar, welche parallel zu den 
Axen von dem Punkt der Mittellinie aus abgetragen ist, für welchen 

Tangm s= — ist; oder es ist endlich 

3) u die unbegrenzte Gerade deren Coordinaten auf einem parallel- 
axigen Coordinatensystem x = w Cos m und y = w Sin m sind. In allen 
drei F&llen stellt j,, den Verschiebungsfactor für den Abstand der paral< 
Iden Axen dar, d. h., wie wir später sehen werden, diesen Abstand selbst, 
nach Griüsse und Bichtung. 
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Besteht nun wieder eine Beziehung zwischen x und y, indem beide 
s. B. Functionen von t sind, so lassen sich auch hier ganz ähnliche 
CTntersuchungen anstellen, wie die gegen Ende von (1) dieses §. ange- 
ieuteten in Bezug auf 

u = X + j^ y. 

3. — Eigenthümlich und mit dem dualen Charakter dieser beiden 
Arten complexer Ausdrücke zusammenhängend ist es, dass die Unter- 
suchung am einfachsten wird, wenn man 

als den Vertreter eiues Punktes, 

X + jo y 

dagegen als Ausdruck für eine unbegrenzte Gerade auffasst. Die Gleichun- 
gen der Punktcurven für den ersten Fall und der Umhüllenden für den 
zweiten Fall werden dann nämlich einfacher, als wenn man etwa x + j;^ y 
eine Gerade und x + jo J ^^^^^ Punkt darstellen lässt , und dabei x und 
y als die Coordinaten dieser Elemente einführt. Während nämlich für 
die erste Auffassung die Gleichung der Geraden, resp. des Punktes vom 
ersten Grade wird, wird dieselbe für die zweite Annahme vom zweiten 
Grad. (Vergl. §. 19, 2). 

4. — Für die durch die complexen Ausdrücke dargestellten Strecken 
ergiebt sich eine Art Dualismus dadurch, dass die Vectoren 

X + JA y 

alle durch einen festen Punkt, oder von demselben ausgehen, während 
die Strecken 

X + jo y 

alle einer gegebenen Richtung parallel laufen oder von einer gegebenen 
Richtung sind. 

Mit den bisherigen Mitteln ist es daher genau genommen noch nicht 
möglich, eine beliebige Strecke in einer bestimmten Lage in der Ebene 
xy auszudrücken. Die herkömmlichen complexen Ausdrücke scheinen diess 
^war zu thun; es gelingt diess aber nur unter der Voraussetzung, dass 
parallele Strecken von gleicher Länge identisch seien, eine Annahme, die, 
wie wir noch sehen werden, nicht immer zulässig ist. 

Dagegen vermögen wir schon jetzt, durch eine Verbindung gonio- 
metrischer und longimetrischer complexer Ausdrücke jede Strecke von 
beliebiger Richtung darzustellen, wenn dieselbe nur ihren Anfang auf der 
Geraden ab hat, welche durch unsre Fundamentalpunkte a und b geht, 
und in der durch die parallelen Axen der x und y bestimmten Ebene liegt. 

Die Strecke m, die in unsrer Coordinatenebene in dem Punkte m der 
Mittellinie ihren Anfang hat und den Axen parallel läuft, ist nach den 
obigen Betrachtungen nämlich darstellbar durch 
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m (Cos tlt -f Jo Si^ ^)- 
Um aber auch sichtbar zu machen , dass m unter einem Winkel fi 
gegen die Mittellinie geneigt ist, braucht man nur m zu ersetzen durch 

m (Cos ^ 4- j^ Sin |/), 
oder kürzer durch 

m • Cj^Si«. 
Dadurch erhalten wir 

m . (Cos fji -{- }i Sin fi) (Cos m + jo Sin m) 

als bicomplexen Ausdruck für die Strecke m, welche im Punkte m unter 
dem Winkel /i gegen die Fundamentalrichtung ab geneigt ist. Kürzer 
könnten wir dieses Product bezeichnen durch 

m . (Cj^S^)(CJoSm). 

Eine kleine Aenderung in der vorstehenden Betrachtungsweise hätte 
uns für dieselbe Strecke den Ausdruck 

m . (Cos m -f Jo Sin m) (Cos fi + j; Sin fi) 

ergeben , woraus hervorgeht , dass die Factoren Cos ^ + j^^ Sin f« und 
Cos m -f Jo Sin m vertauschbar sind, oder dass für dieselben das commu- 
tative Princip gilt. Man überzeugt sich hiervon aber auch leicht direct 
Es stellt ja 

m . (Cos i^ + Ja Sin fi) 
eigentlich zwei unter dem Winkel X gegen- einander geneigte Strecken dar 
im Punkte a, von den Längen m ^Cos fi und ra '^Sin fi. Durch Multipli- 
cation dieser Strecken mit Cos m -f- Jo ^^^ ^ werden beide parallel zu sich 
nach dem Punkte m geschoben und ergeben dort durch ihre Summirung 
die Strecke m an der Stelle nt und in der Richtung ^ gegen die Mittel- 
linie geneigt, wenn man noch annimmt, dass m Cos fi in die Bichtung der 
Mittellinie fallt. 

Umgekehrt stellt 

m . (Cos m + jo Sin m) 
zwei parallele Strecken von noch unbestimmter Bichtung in den Punkten 
a und b und von der Grösse m Cos m und m Sin m dar. Durch Multi- 
plication dieser Strecken mit 

Cos f^ + Jx Sin M 
werden diese aber in die Bichtung fi gedreht und ergeben nun durch 
Addition die Strecke m nach Grösse, Bichtung und an dem Punkte nt. 

5. — Multiplicirt man 

m (Cos ^ -|- j;^ Sin fi) (Cos m + Jo Sin m) 
aus, so erhält man 

m (Cos /i« . Cos m + j^ Sin fi . Cos m + Jo Cos /w . Sin m 
+ j;,^ jo Sin fi . Sin m). 



k 
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Von den vier Gliedern dieses Aggregates haben die beiden ersten 

ihren Anfang in a ; während wir aber das erste in die Richtung a b fallend 

denken, bildet das zweite mit dieser Sichtung den Winkel X. Das dritte 

und Tierte Glied haben ihren Anfang in b; von ihren Eichtungen gilt 

dagegen dasselbe wie hei den zwei ersten Strecken. Die Addition 

dieser Strecken nach dem Gesetze über die Zusammensetzung schneidender 

Yectoren ergiebt in a und b zwei parallele Strecken. Setzt man diese 

nach dem Princip über die Addition paralleler Strecken zusammen, so 

erhält man in der That die Strecke m, die ihren Aufang im Punkte m 

der Mittellinie hat und mit dieser den Winkel fi bildet. Da diese Multi- 

plication eines goniometrisch complexen Ausdrucks mit einer longimetrisch 

Gomplexen gerade so geschah, wie bei reellen algebraischen Summen, so 

folgt, dass das distributive Princip für die Multiplication longimetrisch 

und goniometrisch complexer Ausdrücke anwendbar ist. 

6. — Das Product aus einer goniometrischen und einer longimetri- 
schen Gomplexen ist ein viergliedriger Ausdruck, der allgemein die Form 

A+j^B + JoC+j^JoD 

hat. Er stellt eine neue Art complexer Zahlen dar, die man gemischte 
Quaternionen nennen könnte. Wie wir später sehen werden, ist diess 
nur ein besonderer Fall der allgemeineren Producte, die wir als Bi qua- 
ternionen kennen lernen werden. 

Mit diesen gemischten Quaternionen lassen sich die Grundrechnungs- 
arten vornehmen wie mit anderen complexen Zahlen, indem man jo 
und j;^ als Factoren ansieht, mit denen gerechnet wird wie mit reellen 
Zahlen, deren Potenzen aber immer wieder auf Ausdrücke von der nullten 
oder ersten Potenz von Jq und j^ zurückführbar sind mittelst der bekann- 
ten und vielfach von uns benutzten Formeln. 

Man kann umgekehrt eine gemischte Quaternion 

A + j,B+JoC + j,j„D 

auf den reducirten Ausdruck 

m (Cos f^ -{- Jx Si^ h) (C^s m + jo Sin tn) 
zurückzuführen versuchen. Zu diesem Zwecke wird man setzen 

A = m Cos fi Cos m, 
B = m Sin jM Cos tn, 
C = m Cos fi Sin m, 
D = m Sin /w Sin m. 
Hieraus ergiebt sich 

Tang fi = -j- = ^, 
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Tang m = — =: —^ 

^ A + C _B4-D 
Cos fi Sin fi 

Zugleich sieht man, dass die Möglichkeit der Rückführung einer gemisdi- 
ten Quatemion auf die Normalform 

m . CjjSiM.CJoSm 
geknüpft ist an die Bedingungsgleichung 

B ~ D • 

* 

Die übrigen aus den zwei letzten Gleichungen sich scheinbar noch 
ergebenden Bedingungen sind, wie man sich durch Vertauschen der Glieder 
oder durch Einführung der Werthe für Cos jm und Sin fi überzeugen kann, 
erfüllt wenn 

A _ _^ 

B - D 

ist. 

Die reducirte Form gemischter Quatemionen ist besonders geeignet, 
die Eesultate der Multiplication und Division* solcher bicomplexen Aus- 
drücke leicht anzugeben. So ist, wenn 

q, =mi .Cj^ S^.CJoSm, 
qj = m2.Cj^ S »'.Cjo Sit 
ist, das Product 

q^ q, = m, m, . Cj^S (^ + *) . CjoS (m + n) 
und der Quotient • 

^ = ^.Cj,S(^-,).CJoS(m-n). 

42 ™2 

Zur Gleichheit zweier Bicomplexen 
Ai + j^ B, + jo C, + j;t Jo Dj = Aj + j^ B3 + jo C2 + j^ jo D2 
gehören die vier Gleichungen 

A, = Aj, Bj = B2, Cj = C2, Dj = D2 . 

Denn nur unter Voraussetzung dieser vier Bedingungsgleichungen fuhren 
die vorstehenden Bicomplexen zu Strecken von derselben Länge, derselben 
Stelle und derselben Eichtung, falls dieselben überhaupt durch eine 
Strecke darstellbar sind. 
Gilt nämlich für 

q = A + j,B + j„C + jJoD 
nicht die Bedingung 

A. — SL 

B "" D ' 

so stellt q nicht mehr eine Strecke dar, die ihren Anfang in einem Punkte 
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der MittelliDie hat, sondern es ist jetzt q der Ausdruck für zwei in a 
und b angebrachte Strecken, die aber nicht parallel sind. 
Setzt man 

q' = A + j^ B, 
q"=C + j^D, 

SO sind q' und q" die zwei in a und b anfangenden unparallelen Strecken. 
Wollte man versuchen dieselben an ihren Durchschnitt zu verlegen und 
dort zu addiren, wie man diess bei Kräften thut, so kämen wir zu fol- 
gendem Widerspruch. Die so erhaltene Summe q' -|- q" == s liesse sich 
an den Punkt c von ab verlegen, wo ihre Eichtung die Mittellinie trifft. 
Die Strecke Sc ergäbe aber wieder die zwei parallelen Componenten Sj und 
s^ in a und b, und wir hätten so die nicht parallelen Strecken q' und q" 
ersetzt durch die parallelen s, und Sg, was nicht zulässig scheint. 
Es liesse sich der Ausdruck 

A + JAB+JoC + j,JoD, 

A C 

worin ^ nicht gleich -yt ist, verwandeln in einen solchen, für den diese 

Bedingung gilt, durch Hinzufügung von 

M(l-Jo), 
worin M noch unbestimmt ist. Bestimmen wir nun M so, dass 

M + A _ C — M 
B ~ D ' 
d. h. dass 

„ BC — AD 

M = ■■ 

B + D 

ist, so ist 

A + M + j^B-f Jo(C-M) + jJoD 

eine reducirbare Quatemion. 

Die Hinzufügung von 

M(l-Jo) 
ist bei Kräften dann gestattet, wenn M(l — jo) zwei gleiche und in der 
Richtung a b einander entgegengesetzte Kräfte darstellt , die einander 
aufheben. Hier aber, wo es sich allgemein um Strecken handelt, ist diese 
Hinzufügung von M (1 — Jo) nicht ohne Weiteres erlaubt. Sind die 
vorkommenden Grössen z. B. Rotationen, so ist M (1 — j^) eine Trans- 
lation, die man nicht ohne Störung zu einem vorhandenen System von 
Rotationen hinzufügen darf. (Vergl. §. 39, 3 und §. 42, 2.) 

7. — Eine ganz directe Verwendung gestatten die complexen longi- 
metrischen Ausdrücke zur Darstellung von Kräften und Rotations- 
bewegungen. 
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Befinden sich in den Funkten a und 6 zwei parallele Kräfte oder 
zwei Botationsbeweguogen um parallele Axen (den Parallelismus der 
Richtungen, der Kräfte oder der Botationsaxen setzen wir im Folgenden 
inuner voraus), so setzen sich die gegebenen Stücke in eine resultirende 
Kraft oder Bewegung zusammen. Der Angriffspunkt der Kraft theilt 
den Abstand ab im umgekehrten Verhältniss der Kräfte, während die 
Resultante selbst gleich der Summe der Kräfte ist. Aehnliches gilt von 
den Eotationsgesch windigkeiten. Umgekehrt lässt sich jede Kraft P oder eine 
Rotation von der Geschwindigkeit w zerlegen in zwei parallele Kräfte P, 
und P2, resp. in zwei Rotationen um parallele Axen mit den Geschwin- 
digkeiten w, und Wj, und zwar ist, wenn die neuen Angriffspunkte a und 
b sind 

P, = PCosm, P2 = PSinm, 
und 

Wj = w Cos m , Wj ^= w Sin m. 

Es ist also eine Kraft oder Rotationsgeschwindigkeit in m ausdrück- 
bar durch P^ = P (Cos m + j Sin m), 

Wm = w (Cos m + j Sin tn), 
wobei wir, da kein Missverständniss möglich, j statt jo setzen. 

Es bedeutet mithin jetzt allgemein 

- C (Cos m + j Sin m) 
entweder eine Kraft von der Grösse C in dem Punkte nt angebracht oder 
zwei parallele Kräfte C cos m und C sin m mit den Punkten a und b als 
Angriffspunkten. In derselben Weise, lässt sich ein solcher Ausdruck als 
eine resp. zwei Rotationen mit den Geschwindigkeiten C resp. C cos m 
und C sinnt auffassen. 

Die Multiplication einer Kraft oder Rotationsgeschwindigkeit mit j 
bedeutet also das Verschieben ihrer Richtung resp. der Rotationsaxe in 
eine parallele Lage im Abstand ab. Hieraus folgt auch leicht die Rich- 
tigkeit der Gleichung 

P = 2j - 1. 
Denn wj2 = wjj bedeutet eine Rotation w in der Entfernung 2 . ab, 
während w(2j — l) = 2wj - w eine Rotation von der Geschwindigkeit 
-{- 2 w in b, und eine Rotation von der Geschwindigkeit — w in a um 
parallele Axen angiebt. Die Resultante dieser zwei Rotationen ist aber 
eine Rotation von der Geschwindigkeit w in der Entfernung 2 a b. Aus 
wj2 = w(2j — 1) folgt aber obige Grundgleichung. 

Es bedeutet also in P (Cos m -f j Sin m) oder in w (Cos m -}- j Sin m) 
der Factor Cos m -f- j Sin m gerade so einen Coefficienten, der die Stelle 
auf a b anzeigt, wo der Angriffspunkt von P zu denken ist, wie in 

P (Cos SP -j- j^ Sin y) 
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der Coefficient an P der Eichtungscoefficient der Kraft B in Bezug auf 
zwei in ihrem Angriffspunkt einander schneidende Axen ist! 

Aus dieser Bedeutung der Ausdrücke von der Form 

P (Cos m + j Sin m) 

ersieht man nun auch leicht, warum aus Gleichungen von der Form 

A + jB = C+jD 
folgen muss, dass 

A = C und B == D. 

Denn A + j B stellt eine Kraft dar mit den parallelen Comppnenten A 
und B in a und b, während 

C + jD 
eine Kraft; mit den parallelen Componenten C und D in q und b ist. 
Die Besultirenden dieser Kräfte sind aber nur gleich und befinden sich 
an derselben Stelle, wenn 

A = C und B = D 
ist. 

8. — Wie sehr sich die complexen longimetrischen Ausdrücke zur 
Verwendung in den Elementen der Mechanik eignen, scheint auch aus 
Folgendem hervorzugehen. 

Es ist die Eotationsgeschwindigkeit w im Punkte m dargestellt durch 

w (Cos m + j Sin m). 

Dieser Ausdruck lässt sich auch schreiben 

w (1 — Sin tri + j Sin m) 
oder 

w [1 +(j — 1) Sinnt] = w(l +j'Sinm), 

■ 

wenn wir j — 1 = j' setzen. Soll dieser Werth noch dasselbe bedeuten 
wie der oben stehende complexe Ausdruck, so muss j' w Sin m eine Eotation 
im positiven Sinne um den nach b hin unendlich fernen Punkt bedeuten, 
d. h. eine Translation mit der Geschwindigkeit w.Sinm, indem nur diese 
Translation im Verein mit der Eotation w um a die Eotation w in m 
ergiebt. 

Es liesse sich auch schreiben 

w (Cos m + j Sin m) = w [Cos m + j (1 — Cos m)] 
= w [(1— j) Cos m + j] = w (j — j' Cos m). 
Dieser letzte Ausdruck stellt eine Eotation w um die durch b gehende 
Axe dar, und eine Eotation um die nach a hin im Unendlichen gelegene 
Axe, d. h. eine Translation mit der Geschwindigkeit — w Cos m. Beide 
setzen sich auch in die ursprüngliche Eotation um m zusammen. Be- 
zeichnet also w eine Eotationsgeschwindigkeit , so ist ± w (1 — j) ein 
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Botationspaar, d. h. eine Translationsgesch windigkeit von der Grösse w. 
Ebenso lässt sich zeigen, dass wenn P eine Kraft ist, dann 

±p(i-j) 

ein Eräftepaar, d. h. ein mechanisches Element darstellt, welches eine 
Rotation erzeugt. 

§. 36. Longimetrische Fanctionen der Punkte der ELreis- und 

Schraubenlinie. 

1. — Nehmen wir auf einer Kreislinie, deren Badius gleicli der 
Längeneinheit sein mag, zwei Punkte a und b an, theilen den dazwischen 
gelegenen Bogen durch den Punkt c in die Stücke a c und ob, so ist 
auch hier 

ac+cb = ab. 

Setzen wir dabei voraus, dass die Bichtung von a nach b die positive 

Bewegungsrichtung sei, so bleibt diese Gleichung auch richtig für Punkte, 

die ausserhalb ab auf dem Ergänzungsbogen ba liegen, wenn nur die 

Zeichen der Theilstücke berücksichtigt werden. Dann können wir die 

Quotienten 

ac cb ac 

Tb' "ob' "cb 
auch hier als Sinus , Cosinus und Tangente des Bogens a c in Bezug auf 
den Bogen a b als Basis bezeichnen. Da wir aber bei Ableitung der 
Sätze über die longimetrischen Punktionen (§§. 15, 16) nirgends davon 
Gebrauch gemacht haben, dass die Punkte o, b, c in einer Geraden ge- 
legen seien, so gelten die dort entwickelten Gesetze auch für diese neuen 
Quotienten. Eigenthümlich ist nur hier, dass derselbe Punkt c verschie- 
dene Werthe seiner longimetrischen Functionen ergiebt, je nachdem man 
den Bogenabstand des Punktes c von a annimmt als gleich 

ac, 27r-|-öC, 4» + ac etc., 
welches ja nach der Natur der Kreislinie gestattet ist. 

Während für goniometrische Beziehungen jeder Bogen ac nur eine 
Winkelfunction jeder Art hat, alle Bögen aber, die um das Vielfache von 
27t verschieden sind, dieselbe Function ergeben, so hat bei den longi- 
metrischen Functionen von Bogen jede Function nur einen ihr entsprechen- 
den Bogen resp. Punkt, es können aber unendlich viele longimetrische 
Bogen - Functionen zu demselben Punkte c führen. Ist nämlich z. B. der 
kürzeste Abstand a c : a b = k, so führen zu demselben Punkte c alle 
die Sinusse, deren Werth 

t, 2;r t-uji^ 1- ■ 2n;r 

ab — ab ' 'ab 

beträgt. 
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2. — Auch die Formeln für die Rechnung mit complexen Aus- 
drücken wie 

Cos m + j Sin m 
behalten hier ihre Richtigkeit, nur muss man zwei Punkte m und nti, 
die zwar zusammen fallen, für welche aber 

anti=2n7r + am 
ist, nicht als identisch betrachten, indem der -eine nur durch eine Be- 
wegung um om, der andre durch ein Fortschreiten um die Länge 
am + 2n7r erreicht wird, wo n alle positiven oder negativen ganzen 
Zahlen bedeuten kann. 

Denkt man sich die complexe Bogenfunction 

Cos m + j Sin m 
multiplicirt mit einem Factor 

u = F (a m), 
so sieht man, wie 

u (Cos m 4" j Sin m) 
nun als Repräsentant von Punkten dienen kann, die auf Cylinderflächen 
liegen, deren Seiten der constanten Richtung von u parallel gehen, wenn 
wir die u selbst als Vectoren betrachten, die von den Punkten m aus in 
einer gegebenen Richtung angetragen sind. Sobald die Richtung von u 
in die Ebene des Grundkreises fällt, wird die Cylinderkurve zu einer ebenen 
Figur. 

3. — Die vorstehenden Betrachtungen behalten schliesslich auch 
grösstentheils ihre Giltigkeit, wenn c ein Punkt einer Schraubenlinie ist, 
der den Schraubenbogen zwischen den Punkten a und b in die Stücke a c 
und cb theilt. Dadurch werden unsre longimetrisch complexen Ausdrücke 
direct zu Symbolen der Punkte einer Schraubenlinie, oder zu denen der 
Punkte von Curven, die sich finden, wenn man das eben erwähnte u von 
den Punkten der Schraubenlinie, welche als Basis dient, in einer gege- 
benen Richtung abträgt. 

4. — Zieht man endlich von einem willkürlich gelegenen Punkte o 
aus Strahlen nach den Punkten einer Kreislinie oder einer Schraubenlinie 
und trägt auf diesen Strahlen von o aus Vectoren u ab, deren Länge 
nach einem gegebenen Gesetze variirt, so ist 

u (Cos m + j Sin m) 
ein Ausdruck, der Grösse und Richtung eines solchen Vectors bestimmt, 
und der also bei der Untersuchung der konischen Curven, die man so 
erhält, benutzt werden kann. 
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Die planimetrisclien Functionen. 

§. 87. Deflnition nnd Eigenschaften der Planfonctionen. 

1. — Zur Festlegung eines Punktes m in der Ebene des Dreiecks 
a b c, dessen Ecken wir als die Fundamentalpunkte bezeichnen wollen, be- 
nützen wir die drei Dreiecke, welche m zur Spitze und die Seiten des 
Dreiecks zu Grundlinien haben. Dabei betrachten wir den Inhalt eines solchen 
Theildreiecks als positiv oder negativ, je nachdem dasselbe in Bezug auf 
seine Basis mit dem Fundamentaldreieck auf derselben Seite liegt oder 
nicht. Mit Berücksichtigung der Vorzeichen gilt dann allgemein die 
Gleichung 

mbc + mca + wöb = abc, 
oder kürzer 

Ai + A2 + As = A- 

Nennen wir nun die Quotienten 

Ai A2 A3 
A ' A ' A 

beziehungsweise den ersten, zweiten und dritten Cosinus des Punktes m in 
Bezug auf das Dreieck a b c, und bezeichnen wir diese Quotienten mit 

Cos, m, C0S2 m, C0S3 m, 

eine Bezeichnung die aber, wie aus Späterem hervorgehen wird, auch er- 
setzt werden kann durch 

Cos a m. Cos b m, Cos c m, 
so gilt der Satz 

Cos, m + C0S2 m -f C0S3 m = 1. 
Setzen wir femer 

1 — Cos, nt = Sin, m, 
1 — Cosj m = Siuj tn, 
1 — C0S3 m = Sing m, 
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SO ergiebt sich leicht, dass 

Sini m + Siiij m + Sing m = 2, 

Formeln, die ganz ^en bekannten' Sätzen aus dem Eaume entsprechen über 
die Functionen der Winkel, die eine Gerade mit drei aufeinander recht- 
winkligen Axen macht, nämlich 

cos «2 + cos jS2 _|- cos 7^ = 1, 

sin «2 -|- sin (fl + sin y^ = 2. 

Die geometrische Bedeutung der oben definirten Sinusse ist leicht 
ersichtlich. Es ist z. B. 

* l\ abc 

Wir wollen, wo diess nöthig ist, die neuen Functionen des Punktes 
m seine planimetrischen oder Plan-FunctioniBn nennen. Die 
Bedeutung der planimetrischen Tangente, Cotangente u. s. w. ist von 
selbst klar. 

2. — Wir haben die planimetrischen Functionen des Punktes nt de- 
finirt als Quotienten aus den Theildreiecken , in die der Punkt m das 
Fundamentaldreieck zerlegt. Man kann aber diese Quotienten auch als 
longimetrische Functionen von m auffassen in Bezug auf die drei Streifen, 
(vergl. §. 14, 2 am Ende), die man erhält, wenn man durch die Ecken 
des Fundamentaldreiecks Parallele a', b\ c' zu den Gegenseiten a, b, c 
zieht. Dann ist CoSj m der longimetrische Cosinus des Punktes m in 
Bezug auf den Streifen a'a ; C0S2 m ist der longimetrische Cosinus von m 
in Bezug auf b'b etc. 

Endlich ergeben sich die planimetrischen Functionen von m auch 
leicht als Quotienten der Stücke, in welche der Punkt m die Strecken 
theilt, die von den Ecken a, 6 und c durch m bis an die Gegenseiten des 
Fundamentaldreiecks gezogen sind. 

3. — Von den planimetrischen Functionen gelten nun nach Vor- 
stehendem auch die Sätze, die wir von den longimetrischen bewiesen haben. 
So ist 

Sin, m + Cos, m = 1, 
1 -f Tang, m = See, m, 
1 -f: Cot, m = Cosec, m. 
Es ist femer 

Sin, (m + n) = Sin, m ^Cos, n + Cos, m Sin, n + 2 Sin, m Sin, n 
und z. B. 

C0S2 (m + n) =. C0S2 m Cosj n — Siuj m Siuj u. 

Der Nachweis für die Giltigkeit dieser Formeln ergiebt sich dadurch, 
dass man zeigt, dass das^ Verhältniss der bezüglichen Flächenstücke gleich 
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einem Streckenquotienten ist, für welchen die Richtigkeit des Satzes aus 
Früherem folgt. 

Allein hier ist die Frage zu erörtern, was unter nt + ^^ zu verstehen 
sei Bei den longimetrischen Untersuchungen bedeuteten m und n eig^t- 
lich die Strecken am und an. Einen ähnlichen Sinn müssen wir auch 
hier m und n beilegen nur mit dem Zusätze, dass 

Sin, (in + n) = Siui (a m + a n), 
dagegen 

Siuj (m + n) = Siuj (b m + 6 n). 
Ist denn nun a m -f- o n derselbe neue Punkt wie b m + b n ? Keines- 
wegs. Wir wollen unter m + n = am + ^w den Punkt verstehen , der 
sich ergiebt, wenn man an am die Strecke an mit Beibehaltung ihrer 
Grösse und Bichtung abträgt, d.h. den Punkt, der sich durch die soge- 
nannte geometrische Addition der Strecken am und an ergiebt; 
wenn wir dann die entsprechende Definition für bm-|-I)n gelten lassen, 
so gelangen wir zu einem ganz anderen Punkte wie vorher. Hier sieht 
man die Nothwendigkeit der Bezeichnung der Plan -Functionen durch In- 
dices an den Abkürzungen Sin, Cos etc. Denn es kann ja verlangt werden 

Sin, (am + an), Sin2 (am + an), Siua (am + an}, 
ebenso wie 

Sin, (b m + b n), Siuj (b m + b n). Sing (b m + b n), 
und endlich 

Sin, (c m + c n), Sin.^ (c m + c n). Sing (cm + cn). 

Wenn keine nähere Angabe gemacht ist, so könnte 

Sink (m + n) 
der Sinus in Bezug auf k von km -|- kn sein, wobei k gleich 1, 2 oder 
3 ist und a, b oder c entspricht. 

Zwischen Cos2(am + an) und Cos2(bm + 6n) besteht eine eigen- 
thümliche und einfache Beziehung. Es ist nämlich allgemein 

Cosj (am + an) = 1 + Cosj (bm + I)n), 
C0S3 (am + an) =^ 1 + C0S3 (cm + cn). 
Cos, (bm+.bn) = 1 + Cos, (am + ^n)» 
C0S3 (bm + b n) = 1 + C0S3 (c m + c n). 
Cos, (c m + c n) = 1 4- Cos^ (am-\-a n), 
Cos2(cm + cn) = l + Cos2(bm + bn). 

Der Beweis für die Kichtigkeit dieser Formeln ergiebt sich ohne 
Schwierigkeit mit Hilfe einer Figur. Construirt man nämlich (Fig. 19) 
die Punkte am + ^n und bm + bn, und sei der erstere etwa a,, der 
letztere b], so ist die Gerade a, b, parallel und gleich ab als Gegenseiten 
des Vierecks a b a, b, , worin die Diagonalen einander halbiren. 
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Es ist femer 



Coso (am + an) = -^—^^ , 

Aöbc 



Es ist aber immer 

aiac — biac = abc, 
folglich 

C0S2 aj — C0S2 bi = 1, 
und 

C0S2 a| = 1 + C0S2 b, 
oder 

Cos2(am + ön) = 
l+Cosj(bm + bn). 



y^ 




Fig. 19. 



4. — Die planimetrischen Functionen gestatten Verwendung in der 
analytischen Geometrie. Denkt man sich einen Punkt nt (vergl. Fig, 17) 
in tler Ebene der Fundamentalpunkte abc festgelegt durch seine drei 
Abstände v^, Vj, V3 von den Seiten des Grund-Dreiecks; sei ferner eine 
Gerade m bestimmt durch die Abschnitte u,, Uj, U3, die von derselben 
auf drei durch a, b, c gehenden parallelen Axen in der Ebene der Funda- 
mentalpunkte abgeschnitten werden, so ist, wenn der Punkt m auf der 
Geraden m liegt, 

8» i^i Vj + b ^2 ^2 + c ^3 ^3 = 
eine Gleichung in homogenen Coordinaten, deren Ableitung sich in §. 30, 
2 und 3 findet. Dieselbe stellt, wenn 

Vi» Vj, V3 

variabel genommen werden, die Gleichung der Geraden dar, welche durch 
^1)^29% bestimmt ist. Sie stellt dagegen den Punkt tn mit den constanten 
Coordinaten Vj, v^, V3 dar, wenn Uj, U2, U3 als die variabeln Coordinaten 
der Geraden genommen werden, die durch den Punkt tn gehen. Zugleich 
finden folgende Bedingungsgleichungen statt: 

a Vj + b V2 + c V3 = 2 Ai 
wenn /\ der Inhalt des Fundamentaldreiecks ist; ausserdem ist 

u, h23 + U2 hgi + U3 hi2 = 2 A, 
worin die h die Abstände der parallelen Axen von einander bezeichnen. 
Diese Bedingungsgleichungen gestatten es, nicht homogene Gleichungen 
homogen zu machen. Die obenstehende Gleichung des Punktes in homo- 
igenen Liniencoordinaten lässt sich mit Benutzung der planimetrischen 
Functionen auch schreiben 

u, Cosj m + Uj C0S2 m + U3 C0S3 m = 0, 
ine sich durch Division mit 2 A ergiebt. 

Unverzagt, Qaaternionen. 7 



i 
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5. _ Der Inhalt des Dreiecks mj ntj ma in der Ebene des Pnnda- 
mentaldreiecks a 6 c ergiebt sich mit Hilfe der planimetrischen Functionen 
der Ecken nti, ntj und m^ folgendennassen. 

Es seien x, y^, 1272, laJa die den Seiten ob und ac parallelen car- 
tesischen Goordinaten der Eckpunkte m^ , m2, m^. Dann ist, wenn wir den 
Inhalt des Dreiecks m^ 1112 % mit J bezeichnen nach einem bekannten Satze 



±2J = 



1 
1 

^3» 131 1 



121 



'^2» 



sma = 



Xi sin o, 7| sin «, 1 
X2 sin a, 72 sin er, 1 
X3 sin a, 73 sin a, 1 



sina 



sm a 



?2i %» l 
?3t VSi 1 

wenn die i und 17 die Abstände der Eckpunkte des Dreiecks ntj m^ ra^ 
Yon den Seiten ac und ab sind. Durch Multiplication und Division mit 
b und c, den Seiten des Fundamentaldreiecks, erhalten wir 

bJi, C17,, 1 



bis» C173, 1 

Da aber bcsina = 2/\, femer b|, s=2.Atn|ac etc., so ergiebt 
diese Determinante, wenn wir dieselbe mit 4^^ dividiren und multi- 
pliciren 

Gos2mi, Gossin], 1 

Gos2iit3, Gos3m2t 1 

Gosjma, Gossins, 1 

Indem wir endlich die zwei ersten Golonnen von der dritten abziehen 
und diese dann zur ersten machen, erhalten wir 

Gosiittj, Gos2mi, GossUti 
Gosim2, Gos2m2, GosaUia 



±2J = 2A 



+ J = 



GoS| nt3, G0S2 Uta, G0S3 1113 



A. 



6. — Errichtet man in den Eckpunkten des Fundamentaldreiecks 
Senkrechten auf die Ebene desselben, so kann eine Ebene im Baume fest- 
gelegt werden durch die Abschnitte 

X, 7i z» 
die sie auf diesen drei Axen bildet. Mit Hilfe dieser Goordinaten lässt ^ 
sich dann eine analTtische Geometrie des Raumes durchführen, wobti die 1 
Ebene als Element auftritt. Es ist z. B. die Gleichung eines Punktes m^ 
der von der Fundamentalebene um p absteht, 

X GoS| m + 7 C0S2 m + z G0S3 m = p, 
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wobei die Cosinusse in dem Fundamentaldreieck in Bezug auf den Fuss- 
punkt von p, oder auch in einem Hilfsdreieck genommen werden können, 
das sich durch die Axendurchstichspunkte einer jeden Ebene ergiebt, die 
man durch den Punkt m legt. Die vorstehende Formel ergiebt sich in 
folgender Weise. Eine durch den Punkt m gelegte Ebene x y z bestimmt 
mit den Axenebenen und der Fundamentalebene einen prismatischen Pfeiler, 
dessen Inhalt 

P = i/8(x + y + z)A. 
Derselbe ist aber auch der Summe der drei prismatischen Pfeiler gleich, 
die auf den durch den Fusspunkt von p gebildeten Theildreiecken /\j, /\2 
und /\^ stehen und deren Volumina bezüglich 

l/3(y + Z + p)Al, 
1/3 (Z + X + p) A2» 

V8(x + y + p)A3 
sind. Es ist daher 

(xH-y+z)A = (y-J-z + p)Ai + (z + x + p)A2 + (x + y + p)A3. 

oder 

woraus durch Division mit A sich ergiebt 

X Cosi tn -f- y C0S2 m + z C0S3 m = p, 
eine Gleichung, die leicht auf die Form 

a ' b ' c 

gebracht werden kann, worin a, b, c Axenabschnitte sind, deren Bedeutung 
sich leicht ergiebt. 

Setzt man für die Coordinaten einer Ebene x = u Cosj p, y =r u C0S2 p, 
z = uCos3p, so ist u=x + y + z, während 



Cos, P = 1 1 , COS2P = , , , COS3P = 1 r 

x + y + z ' ^^ x + y-fz' ^^ x + y-fz 

ist. Wir hätten damit eine Art Polarcoordinatensystem für räumliche 
Untersuchungen gefunden, wenn die Ebene als Element dient. Dabei kommt 
eine Art Hilfspunkt p ins Spiel, der das Fundamentaldreieck so zerlegt, dass 
die Theildreiecke den Axenabschnitten der Ebene proportional sind. Der 
Eadius-Vector u dagegen ist dem Inhalt des von der Ebene abgeschnitte- 
nen prismatischen Pfeilers proportional, eine Beziehung, die für Unter- 
suchungen in der Kinematik von Wichtigkeit ist. (Vergl. §. 32, 5). 

7. — Die planimetrischen Functionen eines Punktes gestatten eine 
Uebertragung auf Dreiecksquotienten auf der Kugelfläche. Auch dort 
lässt sich ein Punkt bestimmt denken durch die drei Yerhältnisszahlen der 
Theildreiecke, die er in einem sphärischen Orunddreieck bildet, zu dem Grund- 

7* 
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dreiecke selbst. Diese (sphärischen) Quotienten würden zugleich zur Fest- 
legung von Strahlen dienen können, welche durch den Scheitel einer Fao- 
damentalecke gezogen sind. 

Es muss ferneren Untersuchungen überlassen bleiben, festzustellen, 
wie weit diese sphärischen Flächenfunctionen und die in §. 36, 1 ange- 
deuteten cjklo-longimetrischen Functionen dazu geeignet sind, die gonio- 
metrischen Quaternionen theilweise zu ersetzen. 



§. 38. Complexe Ausdrücke mit planimetrischen Functionen. 

1. — Die Theorie der longimetrisch complexen Zahlen gestattet eine 
Erweiterung durch Einführung planimetrischer Functionen. Bezeichnen j 
und k zwei Werthe, für welche 

j' = 2j-l, 
k3 = 2k — 1, 

jk = j + k~l, 

so hat 

Cos, m + j C0S2 m -{-i C0S3 m 

die Bedeutung eines Stellenzeigers für den Funkt nt in der Ebene des 
Fundamentaldreiecks abc. 

Denken wir uns nämlich in der Ebene abc von a aus eine Gerade 
durch den Punkt m bis nach a' auf b c gezogen, so kann eine Strecke w, 
die ihren Anfang in nt hat, zerlegt werden in die Parallelen w, und w\ 
wovon erstere in a, letztere in a' auf b c anfängt. Dabei ist 

w, = w Cos, m, 

w' = w Sin, m, 
und wir können setzen 

Wm = w (Cos, m + jo Sin, m), 

wobei jo den Verschiebungsfactor von a nach a' bedeuten soll. 

Die in a' befindliche Strecke w' lässt sich aber wieder zerlegen in 
Wj in b und in W3 in c, so dass 

Wo ^^ w • — ? — • 

' bc 



Da aber 



, ba' 
^^ = ^ • TT' 

a' c a m c Cosj m 



und 



b c Q b m c Sin, m 

ha* ___ amb _ C0S3 nt 
bc "~ abntc ~ Sin, m ' 
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SO wird 

W2 = w C0S2 tn, 
W3 = w C0S3 m. 
Es ist also jetzt w mit seinem Anfang in m ersetzt durch Wj , W2 
und W3 in a, b und c. 

Bezeichnen wir nun den Verschiebungsfactor von a nach b mit j, und 
den von a nach c mit k, so ist 

Wro = w (Cos, tn + j C0S2 tn + k C0S3 m). 

Es haben also j und k hierin die Bedeutung, dass sie eine damit 
multiplicirte Strecke in der Eichtung ab resp. ac um die Längen ah 
tmd a c in eine parallele Lage g^erschieben. Das Product j k wird daher 
die damit behaftete Grösse von a erst nach b und dann von dort parallel der 
Richtung ac und um die Länge ac weiter schieben bis aj. 

Diese Verschiebung ist dann äquivalent mit einer Verschiebung in 
der Eichtung der Mittellinie aai des Grunddreiecks und um die doppelte 
Länge derselben. Derselbe Punkt 02 würde sich aber auch als Stelle erge- 
ben, wenn man die Strecke w in b und in c anbrächte und ausserdem in a 
die Länge — w. Denn dann setzen sich, mit Benutzung der in §. 34, 3 
gegebenen Sätze über die Addition paralleler Strecken, w^ und Wc zu 
2wa^ in der Mitte von bc zusammen, welche Strecke mit — w in a die 
Strecke Wa^ in der Entfernung 2 a aj liefert. Es ist also hiermit die Eich- 

tigk^it bewiesen von 

wjk = w(j + k-l), 

eine Eelation, deren commutative Eigenschaft sofort einleuchtet. 

2. r- Es kann nun ohne Schwierigkeit der Stellenfactor jedes Punktes 
in der Ebene des Grunddreiecks gefunden werden. So sind die Halbirungs- 
punkte der Seiten des Dreiecks bezeichnet durch 

V2(l + j), V2(j + k) und 1/2(1 +k). 

Der Schwerpunkt des Dreiecks dagegen hat 

V8(l+j+k) 

zum Stellenfactor. Je nachdem man in dem letzten Ausdruck einem der 
Glieder ein negatives Vorzeichen giebt und den Factor Vs weglässt, erhält 
man andre Punkte, die dem Schwerpunkt harmonisch zugeordnet sind; 
es sind diess die Ecken des dem Grunddreieck umschriebenen und ihm 
parallelseitigen Dreiecks. 

Der Stellenfactor eines Punktes muss dem Werthe nach gleich der 
Einheit sein. Wenn daher die Summe der Coefficienten in 

A + jB + kG, 
d. h. A -f B + C nicht gleich der Einheit ist, so muss eigentlich der 
ganze Ausdruck noch mit A + B + C dividirt werden , um den richtigen 
Stellenfactor zu ergeben. Wenn diess in den folgenden Beispielen nicht 



102 Dritter Abschnitt. 

Überall geschehen, so unterblieb diess nur der einfacheren Schreibweise 

wegen, und weil dieser kleine Fehler leicht verbessert werden kann. 

Es sind ferner im Dreieck abc 

a ± jb ± kc 
oder 

. sin a ±jsmß± k sin 7 

die Repräsentanten der Mittelpunkte der Berührungskreise des Grund- 
dreiecks, während 

sin2a ± j sin2/J ± ksin2y 
den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises und der ihm in Bezug auf 
die Scheitel und Gegenseiten zugeordneten harmonischen Punkte darstellt. 

sin 2 jS + sin 2y + j (siß 2« + sin'2y) + k (sin 2« + sin 2 j9) 
gehört zu dem Mittelpunkt des Feu erb ach 'sehen Kreises, welcher be- 
kanntlich durch die Fusspunkte der Höhen und durch die Halbirungs- 
punkte der Seiten geht. 

Aus diesen complexen Ausdrücken für die Punkte der Ebene des 
Grunddreiecks lassen sich leich* Beziehungen über die Lage der Punkte 
zu einander ableiten. So ergiebt sich aus der Stellenzahl des Mittel- 
punkts des umgeschriebenen und der des F euer b ach 'sehen Kreises 
leicht die Zahl des Schwerpunktes durch Addition, woraus folgt, dass 
diese drei Punkte in einer Geraden liegen. 

Die Stellenzahl jedes Punktes der Ebene des Grunddreiecks a b c ist 
übrigens, wie sich zeigen wird, enthalten in dem Ausdrucke 

Ji' • Ja'' ' 
wenn J und 17 die Masszahlen der Coordinaten x imd y dieser Punkte 

sind. Dabei sind a b und a c die Bichtungen der Axen und j| und jj die 

Verschiebungscoefficienten in diesen Eichtungen um die Masseinheiten. 

3. — Für die planimetrischen complexen Zahlen in reducirter Form 
gilt ebenfalls die Moivre'sche Formel, indem 

(Cosj m + j C0S2 tn + k C0S3 jn) (Cos, n + j Cosj n + k C0S3 n) 
= Cos, (m + n) + j C0S2 (m + n) + k C0S3 (m + n). 
Dabei ist unter nt + n zu verstehen 

am + am 
Es ist nämlich das entwickelte Product obiger zwei complexen Aus- 
drücke gleich 

Cos, m Cos, n + j (Cos^ m C0S2 n + C0S2 m Cos, n) 

+ k (Cos, tti C0S3 n -I- C0S3 nt Cos, n) + j2 Cos^ m C0S2 n 
+ j k (C0S2 m C0S3 n + C0S3 m C0S2 n) + k^ C0S3 nt C0S3 n. 
Indem man nun j^ j k und k^ durch ihre oben gegebenen Aequi^alente 

2j-l; j + k~l; 2k-l 
ersetzt, erhält man zuerst als von j und k freies Glied 
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CoS| ttt Cos, n — C0S2 Ttt C0S2 n — C0S3 m C0S3 n — Cosj m Cosatt — C0S3 m Cos, n 
= Cos, m Cos, n — (Cos, m + C0S3 m) (Cosj n + C0S3 n) 
= Cos, m Cos, n — (1 — Cos, m) (1 — Cos, n) 
= Cos, m Cos, n — Sin, m Sin, n = Cos, (m + n) ; 

sodann das mit j behaftete Glied 

j (Pos, m C0S2 n + C0S2 tn Cos, n + 2 Cos, m Cos, n 
+ C0S2 m C0S3 n + C0S3 m Cos, n) 

= j [Cos, m (Cos, n + Cos, n + C0S3 n) 
+ Cos, n (Cos, m + Cos, m + C0S3 tn)] 

= j (Cos, ttt + Cos, tt) = j [Cos, b tn + Cos, b n] 
= j (2 — Sin, bm — Sin, b tt) 

= j [2 — Sin, (bm + bn)] = j [1 + Cos, (bm +bn)]. 

Dabei ist in den letzten vier Ausdrücken der Uebergang von atn 
und an zu bm und bn zu beachten. Nach (3.) des vorigen Paragraphen 
ist aber 

1 + Cos, (bm + bn) = Cos, (am + an). 

Mithin reducirt sich das mit j behaftete Glied auf 

j Cos, (am + tt n) = j Cos, (m + tt). 
Drittöns bekommen wir 

k (Cos, m C0S3 n + C0S3 m Cos, n + 2 C0S3 m C0S3 n + Cos, m C0S3 n 
+ C0S3 m . Cos, n) 

= k [C0S3 m (Cos, n + Cos, n + C0S3 n) 
+ C0S3 n (Cos, m + Cos, m + C0S3 m)] 

= k (C0S3 m + C0S3 n) = k (C0S3 cm + C0S3 cn) 

= k (2 — Sin3 cm — Sin3 cn) = k [2 — Sing (cm+cn)] 

= k [1 + C0S3 (c m + c n)] = k C0S3 (a m + ^ n) = k C0S3 (m -f «). 

Daher haben wir als Product der zwei planimetrisch complexen Zahlen 
den Ausdruck 

Cos, (m + n) + j Cos^ (m + n) + k C0S3 (m + n), 

wobei m + n überall sich auf a als Anfang bezieht , d. h. gleich a m 
+ an ist. 

Es gilt mithin auch, wie leicht zu erweisen, die erweiterte Moivre- 
sche Formel 

(Cos, m + j Cos, m + k C0S3 m)° 

= Cos, n m 4- j Cos, n m + k C0S3 nm, 
oder genauer 

(Cos, a m + j Cos, a m + k C0S3 a m)^ 

= Cos, n . a'm 4- j Cos^ n . a m + k C0S3 n . a m. 
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Die Bedeutung dieses Ausdrucks ist, dass, während die linke Seite 
verlangt, man solle vom Punkt a aus nmal nach einander in der Bich- 
tung a m um die Strecke a m fortgehen , die rechte Seite auf einmal in 
derselben Bichtung um n.am fortschreitet. 

Während also j und k Verschiebungen in den Bichtungen ab und 
a c um die Längen a b und a c bewirken, ist 

Cos^ m + j C0S2 tti + 1 C0S3 m 
ein Factor, welcher die damit multiplicirte Grösse in der Bichtung am 
um die Länge am verschiebt. 

4. — Die Bechnung mit den so erlangten complexen Zahlen von 
der Form 

A + jB + kC 
erfolgt ganz nach den allgemein giltigen Gesetzen der Arithmetik. Das 
Besultat einer solchen Bechnung, wobei wir vorläufig nur an die Grund- 
rechnungsarten denken , lässt sich Immer wieder auf obige Form bringen, 
wenn man die mehrfach erwähnten Beziehungen 

j» = 2j - 1, 
k» = 2k- 1, 
jk = j + k-l 
beräcksichtigt. 

Es lässt sich übrigens leicht jede dieser Temionen auf die Normal- 
form bringen, indem wir 

A+jB+kC = w(A+jA + k-^) 

setzen, wenn 

w = A + B + C 
ist. Lassen wir dann 

A 

— = Cos, m, 

— =Cos,m, 

— = Gossin 

sein, so ergiebt sich 

A + j B + kC = w (Cosj «4- j Cosjin + kCosjin). 
So finden wir z. B. 

l + k + j = 3C/» + '/«k + '/.j). 
Femer ist 

J_^ 1 

j Cos, b -f j Cos, b + k Co% 6 

= (Co8,b+jCo8,b + kCossb)-\ 
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und mit Anwendung der erweiterten Mo i vre' sehen Formel 

i- = Cos, (— b) + j Cos, (— b) + k C083 (-b) 

= Cos, (- ab) + j Cos.^ i—ab) + k Cos, (—ob) = 2— j. 
Ebenso ist 

| = 2-k, 

wie man sich auch auf anderem Wege leicht überzeugen kann. Es ist 

femer 

j_ _ O + j ' l + ^'O _ CoS| b -|- j Cosg b + fc C QS3 b 
k "~ + j .0 + k. 1 ~ Cos, c + j Cosj c + k C0S3 c 
= Cos, (b — c) + j C0S2 (b — c) 4- k C0S3 (b — c) 

wie man findet, wenn man die Werthe der Cosinusse des Punktes ab — ac 
ermittelt, d. h. des Punktes, den man erhält, wenn man von b aus die 
Strecke ca nach Grösse und Richtung abträgt.. 

Will man allgemein den in (2.) dieses Paragraphen angegebenen 
Ausdruck für die Stellenzahl eines Punktes 

worin i und )/ die Masszahlen der Coordinaten x und y dieses Punktes 
bezogen auf ab und ac als Coordinatenaxen sind, während j, und j^ die 
Yerschiebungsfactoren längs dieser Axen bedeuten, in ein Aggregat ver- 
wandeln, so setzt man 

j, = Cos, b + j, Cos;^ b + J2 C0S3 b, 

J2 = Cos, c 4- ji C0S2 c + J2 COS3 c, 
potenzirt diese Summen mit ^ resp. rj und multiplicirt dann die erhaltenen 
Potenzen aus, beides mit Benutzung des erweiterten Moivre'schen Satzes. 
Hierin liegt zugleich der Beweis dafür, dass jj . jj^^ ein Ausdruck für die 
Stellenzahl des Punktes $17 ist. 

5. — Ist Pitt eine Kraft, die ihren Angriffspunkt im Punkte m des 
Grunddreiecks hat, so lässt sich dieselbe zerlegen in 

Pm = Po + Pa' » 

wovon Pa in a, Pa» in dem Punkte a' angreift, wo die Gerade am die 
Gegenseite b c schneidet. Es ist daher 

P^ = P Cos, m, Pa' = P Sin, m. 
Es zerlegt sich aber Pa> in 

Po' = Pb + Pc 1 

Ton denen sich zeigen lässt, dass 

Pj = P C0S2 m, Pc = P C0S3 m 

ist. Mithin haben wir 

P„ = P (Cosj m + j C0S2 m + k C0S3 m). 
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Dabei sind natürlich die Gomponenten in a, b, c parallel zu P. 

Dasselbe würde von einer Rotationsbewegung mit der Geschwindigkeit 

w um eine durch tn gehende Axe gelten. E^ ist 

Wm fi= w (Cosi m + j C082 m + k C083 m). 

Mit Zuziehung kinematischer Betrachtungen ergiebt sioh auch leicht 

die Bichtigkeit der Formeln 

j2 = 2j - 1, k2 = 2k — 1 etc. 

Es ist z. B. 

Pjk 

eine Kraft, die in dem Punkte angreift, den man erhält, wenn man toh 

a nach b und von dort um die Länge q c und parallel der Richtung a c 

weiter geht. Es ist dagegen 

P(-l+j + k) 

das Aggregat von drei Kräften P, wovon zwei positiv sind und in b und 

c wirken, während die Kraft — P in a angreift. Die Besultirende ist in 

der That P in dem oben gefundenen Punkte. Mithin muss 

jk = -l+j + k 
sein. 

Es mag noch erwähnt werden, dass eine kleine Transformation, ähn- 
lich wie früher (§. 35, 8), statt Botationen Translationen einfuhrt. Da 

nämlich 

Cosj m = 1 — Cos^ m — C0S3 tn, 
so ist auch 

w(C!osi m + j CoSjtn+kCosa m)= w [1 + (j - 1) Cosjttt +(k— 1) Cosjin) 

= w (1 -f j' Cosjj m + i' C0S3 m). 
Es ist jetzt Wm zerlegt in w, welches in a wirkt, und in die beiden 
Componenten j' w Cosj m und k' w C0S3 m. Diese beiden letzteren sind 
Botationspaare, folglich Translationen. 
Denn es ist 

w C0S2 m j' = w Cos.^ m ( j — 1) = w Cos^ tn . j — w Cosj tn, 
d. h. zwei gleiche und entgegengesetzte Botationen um Axen durch b und a. 
Diese erzeugen dann eine Translation senkrecht zu a b. Ebenso ist w G0S3 tn . k' 
eine Translation senkrecht zu ac. Die Geschwindigkeiten dieser Trans- 
lationen setzen sich zu einer Besultirenden zusammen, welche die Rotation 
von der Geschwindigkeit w um eine durch a gehende Axe überfuhrt in 
eine Botation von derselben Geschwindigkeit, deren Axe aber durch tn 
geht, wie sich mit Hilfe der einfachen Gesetze nacdiweisen lässt, wdche 
über diese Zusanunensetzungen gelten. 

6. — Jedem complexen Trinom von der Form 

A + jB + kC 
lässt sich auch hier eine dreifache Bedeutung auf geometrischem Gebiete 
abgewinnen. Bringen wir dasselbe auf die Form 
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w (Cos, m + j C0S2 m + k C0S3 m), 
so können wir uns dadurch dargestellt denken die Strecke w^ die von 
dem Punkte m der Grundebene aus parallel einer gegebenen Richtung 
in oder ausserhalb der Grundebene abgetragen ist; wir können uns abet 
auch zweitens das Trinom als Bepräsentant des Endpunktes von w 
denken. 

Setzen wir schliesslich 

wCos, m = x; wOos2m = y; wCos3nt = z 

und denken uns diese Strecken auf drei durch a, b und c gezogenen pa- 
rallelen Geraden von q, b, c aus abgetragen, so wird dadurch eine Ebene 
mit den Goordinaten x, y und z festgelegt. 

Wenn nun auch noch Gleichungen existiren, wodurch diese Goordi- 
naten von einander abhängig gemacht werden, etwa dadurch, dass sie 
sämmtlich Functionen von t sind, so ist dadurch ein Mittel gegeben zur 
Untersuchung des Ortes jener Punkte oder des von jenen Ebenen umhüllten 
Gebildes. Ist dabei t die Zeit, so lässt sich mit Hilfe von 

^ = x + jy + kz 

die Bewegung des durch u charakterisirten Gebildes untersuchen. 



§. 39. Bicomplexe Ausdrücke mit goniometrischen und 

planimetrischen Functionen. 

1. — Fassen wir 

w . (Coso m + ji Cos, m + J2 C0S2 tn) 
als Symbol für die im Punkte m des Grunddreiecks angebrachte Strecke 
w, so ist es mittelst der Planfunctionen möglich, Strecken festzulegen, die 
ihren Anfang in der Ebene des Grunddreiecks haben und einer gegebenen 
Sichtung parallel laufen. Wollten wir diese letztere Beschränkung auf- 
heben, so müssten wir analog den Betrachtungen in (§. 35, 4) statt w 
einen Ausdruck von der Form 

w (Cos 9o -|- h Cos qpt + 1^ Cos 92) 
einführen, worin qpQ, g),, <]p2 die Winkel sind, die eine durch den Scheitel 
a gezogene Strecke w mit den zwei anliegenden Seiten des Dreiecks und 
mit einer dritten durch a gehenden Geraden macht, die nicht in der Ebene 
des Grunddreieeks läge, während i, und i2 allgemeine Drehfactoren sein 
müssten. Der Verfasser hat den Versuch gemacht, die Untersuchung fährte 
aber auf Schwierigkeiten, die noch nicht überwunden sind. 

Diese TJnvoUkommenheit wird jedoch ausgeglichen durch die im 
nächsten Abschnitte sich ergebende Möglichkeit, jede räumliche Strecke, 
wenn sie- auch nicht der Bedingung unterw(»rfen ist^ dass ihr Anfang in 
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der Ebene des Grunddreiecks liegt, auszudrücken als Product zweier Ag- 
gregate von der Form 

A-l-iiB + ijC + isD 
und 

Von dieser allgemeinen Aufgabe enthält die oben angedeutete Fragif 
zwar nur einen besonderen Fall; es werden aber durch die vorstehend 
erwähnte allgemeinere Lösung drei nicht reelle Einheiten eingeführt, 
theils goniometrischer, theils longimetrischer Natur, und diess ist es gerade, 
was hier noch vermieden werden muss. 

2. — Dagegen lässt sich mit Hilfe einfach complexer goniometrischef 
Ausdrücke und complexer Ausdrücke mit Planfunctionen jede Strecke in 
der Ebene des Grunddreiecks ausdrücken. In Bezug auf die Sichtung der 
durch den Punkt m in dem Grunddreieck gezogenen Geraden w ist nämlich 
bis jetzt keine Bestimmung getroffen. Nehmen wir nun aq, diese Strecke 
läge in der Ebene a b c selbst und sei gegen die Seite a h unter dem 
Winkel fi geneigt, so hat eine solche durch a gehende Strecke den Werth 

w (Cos ^ + j^ Sin ia). 
Wird dieser Ausdruck mit Cos,, m + jj CoS| m -f jj Gosj m multiplicirt, 
so haben wir in dem Producte 

w (Cos fi + j^ Sin fi) (Cos,, m + j, CoS| m + J2 ^^^2 m) 
den allgemeinsten Ausdruck für die Strecke w, die ihren Anfang im Funkte 
m hat und gegen ab unter dem Winkel fi geneigt ist. Die kleine Aen- 
derung in der Bezeichnung der Plancomplexe wird wol keine Schwierig- 
keit machen. Es ist j und k durch j] und J2 ersetzt, ebenso CoS|, G0S2, 
C0S3 durch Cosq, Cos,, CoSj. 

Durch Ausmultipliciren führt dieses Product auf die Form 

A+JAB + j,C + jJ,D + J2E+J2J,F, 

d. h. auf eine neue Ait complexer Zahlen, und zwar auf sechsgliedrige. 
Die Bechnung mit diesen Complexen wird so geführt, als wenn die darin 
vorkommenden Drehungs- und Schiebimgscoeffieienten j^ , j, und j^ reelle 
Werthe hätten. Die Potenzen von j^ , j, und J2 lassen sich mittelst der 
bekannten Formeln immer wieder auf die erste und nullte Potenz derselben 
zurückführen. Für die Multiplication und Division, sowie für die Poten- 
zirung der sechsgliedrigen gemischten Quaternionen gilt auch wieder der 
erweiterte M i v r e ' sehe Satz , wenn man diese Complexen erst auf die 
pben stehende reducirte Form gebracht hat. 

Als Bedingung der Möglichkeit der Bückführung des sechsgliedrigen 
bicomplexen Ausdrucks auf das Product zweier complexen Factoren longi- 
metrischer resp. goniometrischer Natur ergiebt sich leicht 
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B ~ D "" F ' 

da ein jeder dieser Quotienten tangju darstellt. Finden diese Bedingungs- 
gleichungen nicht statt, so führt obige Bicomplexe auf drei nicht parallele 
Strecken in den Ecken des Fundamentaldreiecks, mithin nicht auf eine 
Strecke als deren Summe. 

3. — Lassen wir die in (2 ) gemachte Bedingung fallen, wonach w ganz 
in der Ebene a b c liegt, so können wir doch immerhin annehmen, dass w 
seinen Anfang in tn hat und einer Geraden parallel geht, die mit a h den 
Winkel fi bildet. Dann ist w noch ausdrückbar durch 

. w.(CoSiM + j^Siniu), 

und als im Punkte m der Ebene a 6 c beginnend durch 

Wot = w (Cos fi + j; Sin fi) (Coso tn + j| Cosj m + J2 Cosj m). 
Dieser Ausdruck führt durch Ausmultiplication zu denselben sechs Gliedern 
wie in (2.). Während aber dort diese Glieder drei Strecken vorstellen, 
die in einer Ebene liegen und in den drei Eckpunkten a, 6, c ihren Anfang 
haben, liegen jetzt diese Strecken parallel zu einander im Baume. 

Für das allgemeine Aggegrat 

A+j;.B + j,C + j,j^D+j,E + j,j,E 

gelten auch jetzt noch die oben angegebenen Bedingungen für die Bück- 
führbarkeit auf eine einzige Strecke. 

Finden diese Bedingungen nicht statt, so ist vorstehender Ausdruck 
der Vertreter dreier nicht paralleler Strecken. Stellen dieselben Eotationen 
oder Kräfte dar, so führt deren Zusammensetzung zu einer Schrauben- 
bewegung. Man kann daher einen solchen sechsgliedrigen Ausdruck mit 
longimetrischen und goniometrischen Complexen eine Schraube nfunct i on 
oder eine helikometrische Function nennen. In besonderen Fällen 
stellt sie eine Translation oder eine Eotation dar, d. h. die GrenzföUe 
der Schraubenbewegung, und als solcher lässt sich auch der am Ende 
von (2.) erwähnte, nicht reducible Fall, auffassen. 

* 

Der Nachweis, dass ein nicht auf die Normalform reducirbarer 
Ausdruck 

A + j^B + j,C+j,j,D+j,E + j,j^F 

bei Voraussetzung von Kräften oder Botationen im Baume auf die Ele- 
mente einer Schraubenbewegung fahrt, liesse sich auch noch so führen. 

A C E 

Wenn ^5- nicht gleich ^pr- und -^^ ist, so lassen sich doch, nach 

Zufugnng von M (1 — j|) und N (1 — j^) zu unsrer Bicomplexen, M und 
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N solche Werthe beilegen, dass der neue Ausdruck reducirbar wird. 
Es musste zu diesem Zwecke sein 

A + M + N _ C — M _ E — N 
B " D ~ F • 

Die hieraus sich ergebenden Werthe von M und N würden 

A + M + N + j,B + i,(C~M)+jJ,D+j,(E-N) + j,j,P 

auf die Form 

w (Cos A* + Ja Sii^ ^) (Coso m + jj Cos, m + J2 Cosj m) 
reducirbar machen. 

Der neue Ausdruck w^ stellt jetzt eine Strecke dar , also mechanisch 
entweder eine Kraft oder eine Rotation. Um den alten Werth aber wieder 
zu erlangen, müsste noch M (j^ — 1) und N (jj — 1) zugefugt werden. 
Diess sind aber (vergl. §. 35, 8) entweder Kräfte- oder Botationspaare, 
die im Allgemeinen mit der Kraft oder Botation w^ die Elemente einer 
Schraubenbewegung bilden. 



Vierter Abschnitt. 



Die stereometrisclien Fimetioiieii. 

§. 40. Definition nnd Eigenscliaften der Raamfanctianen« 

I. 1. — Zur Festlegung eines Punktes im Baume kann man vier 
Fundamentalpunkte 

a, b, c, b 

annehmen. Bezeichnen wir den Inhalt des Tetraeders, das diese vier 
Punkte zu Ecken hat, mit T, und die Gegenseiten von a, b, c, b bezüg- 
lich mit 

A, B, C, D, 

so können wir die Theiltetraeder , welche einen Punkt m zur Spitze und 
die vier Seiten von T zu Basen haben, 

Ti, T2, T3, T4 
nennen. 

Führen wir diese letztern noch mit positivem oder negativem Zeichen 

ein, je nachdem sie mit T auf derselben Seite ihrer Basis liegen oder 

nicht, so gilt allgemein die Gleichung 

T,+~T2 + T3 + T4 = T. 

Nennen wir nun die Quotienten 

Ti Tj T3 T4 

bezüglich den ersten, zweiten, dritten und vierten Cosinus des Punktes 
Tii in Bezug auf das Grundtetraeder und bezeichnen diese Quotienten mit 

CoS| m, C0S2 m, C0S3 m, C0S4 m, 
so ist 

Cosj m + C0S2 m + C0S3 m + C0S4 m = 1. 
Heissen wir ferner die Ergänzung eines solchen Cosinus zur Einheit 
den entsprechenden Sinus von m, sodass 
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1 — Cosj m = Sin, m, 
1 — Cosj m = Siüj m etc, 
80 ist 

Sin, m + Sinj m + Sing m + Sin4 m = 3. 
Es sind übrigens auch diese Sinusse Quotienten aus Theilen des 
Inhaltes des Orundtetraeders und dem Volumen des ganzen Tetraeders 
selbst. So ist Sin, nt der Quotient aus dem von Dreiecken begrenzten 
Baum, welcher a, b, c, b, m zu Ecken hat, und der eine dreiseitige Doppel- 
pyramide bildet, dividirt durch das Volumen T. 

Auch hier wird die Bedeutung von Tang, m. Cot, m etc, keiner wei- 
teren Erklärung bedürfen. Die neuen Functionen kann man zur Unter- 
scheidung von den früheren, falls es nothwendig ist, die stereometri- 
schen oder Baum-Functionen des Punktes nt in Bezug auf das Te- 
traeder a b c b nennen. Jede solche Function lässt sich auf eine longi- 
metrische, d. h. auf den Quotienten zweier Strecken zurückführen. So 
ist z. B. 

wenn a' der Punkt ist, in welchem A von am durchstochen wird. Die 
vier verschiedene Sinusse, Cosinusse etc. lassen sich auch auffassen als 
longimetrische Functionen des Punktes m in Bezug auf die vier Schichten, 
gebildet von den erweiterten Seiten des Tetraeders und den Ebenen, die 
durch die Ecken des Grundtetraeders parallel zu den Gegenseiten gehen. 

2. — Von stereometrischen Functionen mit demselben Index gelten alle 
Sätze, die wir von den longimetrischen bewiesen haben. 
So ist auch hier z. B. 

Sin, (m + n) = Sin, m Cos, n + Cos, m Sin, n + 2 Sin, m Sin, tu 

Doch muss wieder die Bemerkung gemacht werden , dass m -(- n zur Gil- 
tigkeit dieser Formel die Bedeutung haben muss 

dass also darunter der Funkt zu verstehen ist, den man durch geometri- 
sche Addition der Strecken a m und a n erhält. Dagegen ist in 

Siuj (m + n) = Siuj nt Cosj n + Cosj m Siuj n + 2Sin2 m Sin, n 

m + n = bm + btt. 

Da, wo Missverständniss eintreten kann, muss daher statt tn + n die 
ausführlichere Schreibweise a m + a ii oder b m + b n etc. benutzt werden. 
Wenn nichts weiter bemerkt ist , verstehen wir unter m + ^ inuner 
ant + an. 

Auch hier ist (vergl §. 37, 3) 
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Cos2(am + an) = 1 + C0S2 (bm + bn), 
C0S3 (a m + a n) = 1 + C0S3 (c m + c n) etc. 

Um diess z. B. von der ersten Ponnel zu beweisen, denken wir uns 
am-^-an construirt. Gesetzt der so erhaltene Punkt sei a^, ebenso führe 
bm-i-bn zu dem Punkte b,. (Vergl. Fig. 19). Dann ist die Strecke a^ bi 
parallel und gleich a b, weil a b und a^ bj Gegenseiten eines Vierecks sind, 
dessen Diagonalen einander halbiren. Und nun lässt sich leicht zeigen, dass all- 
gemein die beiden Pyramiden mit der Basis B und den Spitzen in a, und 
in bi um das Grundtetraeder von einander differiren , wodurch sich er- 
giebt, dass 

C0S2 (am + an) = 1 + Cosj {hm-{' bn). 

3. — Aehnlich wie man die longimetrischen Functionen als die 
homogenen Coordinaten eines Punktes auf einer Geraden, die planime- 
trischen als die homogenen Coordinaten eines Punktes in einer Ebene 
betrachten kann , so lassen sich die stereometrischen Functionen eines 
Punktes als seine vier homogenen Coordinaten in Bezug auf das Funda- 
mentaltetraeder abcb ansehen und gebrauchen. 

Um wenigstens an einem Beispiel die Verwendbarkeit der ßaum- 
fonctionen zu zeigen, wollen wir die Formel ableiten, wonach das Volumen 
V eines Tetraeders, dessen Ecken a, b, c, b sind, gleich folgender Deter- 
minante ist 

Cosj a, C0S2 a, C0S3 a, C0S4 a 
Cos, b, C0S2 b, C0S3 b, C0S4 b 
Cos, c, C0S2 c, C0S3 c, C0S4 c 
Cos, b, C0S2 b, C0S3 b, C0S4 b 

wenn T das Volumen des Fundamentaltetraeders a^, by c^) b^^ ist, auf welches 
die Raumfiinctionen bezogen sind. 

Es ist (vergl. Balzer, Theorie der Determinanten) 



V = 



T, 



6V = 



xj, Ju Zu 1 

^2» 72? ^2, 1 



. sin xy . sin y z . sin (xy, y z ) 



^3» ya» Z3, 1 

^1 Jm Z41 1 

das 6 fache Volumen eines Tetraeders, dessen Ecken die in dieser Formel 
enthaltenen schiefwinkligen Coordinaten haben. Nehmen wir nun an, dass 
der Anfang dieser Coordinaten in der vierten Ecke bo des Grundtetraeders 
sei, und nennen die Neigungswinkel der Axen x, y und z gegen die Ebenen 
yz, zx, xy bezüglich f, 1/ und S, während A, B, C die Flächen des Grund- 
tetraeders an der Ecke bo sind, so ist 



ÜBTerzagt, (^ternionen. 
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6V = 



sin xy . sin y z . sin (ly, y z) 
A B C sin S . sin 77 . sin C 



6V = 



27 T3 sinxy . sinyz . sin (xy, yz) 
Ä B G sin 1 . sin 17 . sin 9 



AX| sin $, B y^ sin 77, CZ] sin C, 1 

AxjSinf, By^sini;, Gz^sinC, 1 

Axgsin^, Bygsin??, GzsSinC, 1 

Ax4s5nJ, By4sini7, GzjSinC, 1 

Dividirt man die 3 ersten Golonnen der Determinante mit 3T, so 
erhält man 

Gosj a, G0S2 a, G0S3 a, 1 

Gos, b, G0S2 b, G0S3 b, 1 

Gos, c, G0S2 c, G0S3 c, 1 

Gosj b, G0S2 b, G0S3 b, 1 

= B . S. 

Von R lässt sich zeigen, dass es gleich der Deteiminante, deren 
Diagonalglied 

Gosi a G0S2 b G0S3 c G0S4 b 

ist, während der Factor S sich auf 6 T reducirt, wenn man T^ betrachtet 
als */l7 A s, sin I . B S2 sini? . G S3 sin C, wobei Sj, S2 und S3 die Kanten 
an der Ecke bo des Grund-Tetraeders sind. 

E3 ist mithin 

V = (Gosj a, G0S2 b, G0S3 c, G0S4 b) T. 

Diese Formel bildet mit den beiden anderen, wonach 

Gosi a, Gosj b 
G0S2 a, G0S2 b 

Gosj a, Gosj b, Gosj c 
Gos2a> Gos2b, GosjC 
G0S3 a, G0S3 b, C0S3 c 

ein System von Sätzen, demzufolge man den Inhalt des durch zwei, drei oder 
vier Punkte bestimmten Raumgebildes als Determinante aus den Gosinussen 
dieser Punkte erhält, wenn man diese Determinante noch mit dem Inhalt 
des durch die Fundamentalpunkte bestimmten Grundgebildes (Strecke, 
Dreieck oder Tetraeder) multiplicirt. Natürlich sind im ersten Falle 
longimetrische, im zweiten Plan-Functionen gemeint. 



ab = 



e, 



abc = 



A, 



§. 41. Oomplexe Zahlen mit Ranmfanctionen. 

1. — Die longimetrisch complexen Zahlen lassen eine Erweiterung 
auf viergliedrige Ausdrücke zu mit vier Einheiten, der rellen 1 und drei 
weiteren, die wir mit j, k, 1 bezeichnen könnten, die wir aber lieber durch 
ji' J2» J3 darstellen wollen. Dabei gelten für diese Translationsfactoren 
die Gleichungen 
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j,2 = 2j, -1, 
j,2 = 2 j, - 1, 

J32 = 2J3-1, 



Jl j^=j| +J2 — 1» 
h J3 = J2 + J3 "~ h 

hh = Ja+Ji "~ !• 

Das Product hhh=h+h+h — ^ 

ergiebt sich leicht durch Multiplication einer der letzten drei Gleichungen 
mit dem darin fehlenden j. 

Denken iivlr uns nämlich innerhalb eines Tetraeders a b c b einen 
Punkt m, so lässt sich eine Strecke w in demselben zerlegen in die mit 
ihr Parallelen Wq u id w\ von denen erstere in a, letztere in a\ d.h. dem 
Durchstichspunkt der Geraden am mit A angebracht ist. Bezeichnen 
wir nun die stereometrischen Cosinusse von m in Bez ag auf a, b, c, b mit 
CoSfl, CoS|, Cosj, C0S3, so ist 

Wm = w (Coso m + j Siuo m), 
wobei j der Verschiebungsfactor von a nach a' ist. Die in a' befindliche 
Strecke w' lässt sich aber zerlegen in die Summe 

W' = Wi + W2 + W3, 

wenn w^ , Wj, W3 Längen sind, die parallel w' und bezüglich in den Ecken 

5, c, b angebracht sind. Dieselben verhalten sich, wie die planimetrischen 

Cosinusse des Punktes a* in Bezug auf das Dreieck beb. Diese selbst 

sind aber proportional den gleichnamigen Baumfunctionen des Punktes m 

in Bezug auf die Ecken b, c, b, wie sich auf folgende Art ergiebt. Es ist 

o. a'b* o- aa'cb • 

w^ = w binn m . -r-TT = w biUn m . — ? — r- , 
^ ^ bb' " abcb 

wenn b' der Punkt ist, wo in der Tetraederseite beb die Gerade b a' die 

Kante cb trifft. Es ist aber auch 

aa'cb : abcb = ma'cb : mbcb, 
und hieraus folgt 

aa'cb : tna^cb = abcb : mbcb. 

Durch Subtraction erhält man dann 

aa' cb : amcb = abcb : a(bcb)m, 

oder aa'cb : abcb = amcb : a(bcb)m 

= CoS| m : Siuom. 
Mithin ist Wj = w Cosj m. 

Aehnlich ergeben sich die Werthe von Wj und W3 als 

Wj = w C0S2 m, W3 = w C0S3 m. 

Bezeichnen wir nun den Verschiebungsfactor von a nach b mit jj, 

den von a nach c mit J2 und den von a nach b mit J3, so ist jetzt 

Wm = w (Cos., m + j j Cos, m + J2 Cos^ m + J3 C0S3 m). 

2. — Wir haben hiermit einen Ausdruck gefunden, der uns gestattet, 

jede im Baume befindliche Strecke w^ auszudrücken als Product aus ihrer 

absoluten Länge w und einem Factor von der Form 

Coso m + ji Cos, m + J2 Cos^ m + J3 C0S3 m, 
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welcher letztere nur von der Lage des Anfangspunktes m der Strecke w 
abhängt. Er verschiebt wie ji, jj mid J3 von a aus. Doch beschränkt er 
sich nicht darauf, von a ans weiter zu treiben. Wird eine Strecke mit 
dem Anfangspunkte in n mit einer solchen neuen Art complexer Zahlen 
multiplicirt, so wird sie von dort parallel zur Richtung am und um die 
Länge am verschoben, wie sich daraus ergiebt, dass die Mo i vre' sehe 
Formel auch hier noch einmal Anwendung findet. Es ist nämlich 
(Cosq m + j, Cosj m + J2 Cos, m + jj C0S3 m) (Cos^ n + ji Cos, n 
+ J2 C0S2 n + J3 C0S3 n) 
= Coso (m + n) + j, Cos, (m + n) + j, Cosj (m + n) 
+ J3 C0S3 (m + n), 
oder kurzer geschrieben 

C j,.23 S (m) . C ji.23 S (n) = C j,^^ S (m + n). 
Wenn kein Missverständniss möglich ist, so kann man auch hier die 
nun for longimetrische, Plan- und Baum-Functionen giltige Formel benutzen 

C j S (m) . Cj S (n) = Cj S (m + n). 
Durch wirkliche Ausmultiplication von C j S (m) mit C j S (n) erhalten 
wir nämlich 16 Glieder. Wenn wir hierin für j,2, jj2^ ja^ und für jij,, 
J2J3 und J3Jj ihre Werthe setzen, so erhalten wir von j frei folgende 
Producte 

Cosq m Cosq n — Cos, m Cos^ n — Cosj m Cosj n — C0S3 m Go^ n 

— Cos, m C6s2 n — C0S2 m Cos, n — Cos, m C0S3 n — C0S3 m Go% n 

— C082 m C0S3 n — C0S3 m C0S2 n 
= Coso m Cosq n 

— (Cos, m + C0S2 tn + C0S3 m) (Cosin + Cos2n + 008311) 
= Coso m Cosq n — (1 — Coso m) (1 — Cosq n) 
= Coso m Coso n — Sin^, m Sino n = Cos^, (m + «)• 
Von den übrigen Gliedern wollen wir das mit j, behaftete zu verein- 
fachen suchen. Dasselbe ist 

ji (Coso m Cosj n + Cos^ m Coso n + 2Cosi m Cosj n + Cos^ m Cosjn 
+ C0S2 m Cosi n + Cosi m C0S3 n + C0S3 m Cog^ n) 
= j, [Cosj tn (Coso n + Cos^ n + C0S2 n + C0S3 n) 

+ CoS| n (Cosq m + Cosj m + C0S2 tn + C0S3 m)] 
= Ji (Cosi bm + Cosj bn) = ji (2 — Sin^ bm — Sin^ bn) 
=j, [2-Sinj(bm + bn)] = j, [l + Cos^ (bm + bn)]. 
Dieses ist, mit Beachtung der kleinen Aenderung in der Bezeichnung, nach 
(§. 40, 2) gleich ji CoSi (am-]- an), 

welches wir kürzer j, Cos, (m + n) schreiben. 

Aehnlich lassen sich die Coefficienten von jj und J3 zurückführen auf 

Cos2(atn + an) und Cos3(am + cin), 
so dass damit die Giltigkeit von 
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CjSm.CjSn = CjS(tn + n) 
auch für Baumfunctionen nachgewiesen ist. 

Aus der vorstehenden Formel ergiebt sich durch Ausdehnung auf 
mehr als zwei Factoren 

C j S m, . C j S ni2 S j S tiip = C j S (nti + ntj + + "ip ) ; 

und wenn tili zusammenfällt mit «12, 11X3 .... m^ , so ist 

(CjSm)° = CjS(nm) = CjS(n. am), 
d. h. die auf Baumfunctionen ausgedehnte Mo i vre 'sehe Formel für n 
als ganze' positive Zahl. Die Erweiterung auf gebrochene und negative 
Werthe des Exponenten bietet keine Schwierigkeiten. 

3. — Wir haben in den viergliedrigen complexen Zahlen ein Mittel 
gefunden, nicht nur um jeden Punkt im Räume durch eine Complexe 
auszudrücken, denn dafür reichen nöthigenfalls die planimetrischen Func- 
tionen schon aus, sondern auch um eine Strecke im Baum, die einer 
gegebenen Bichtung parallel läuft, durch eine Zahl nach Grösse und Stelle 
darzustellen. 

Diese viergliedrigen Zahlen sind allgemein von der Form 

A + J,B-i-j,C + J3D 
und können leicht auf die reducirte oder Normalform 

Wto = w (CoS() m + ji CoS| tn + J2 Cosj m + ja C0S3 th) 

gebracht werden, worin 

w=A+B+C+D 

die Länge der Strecke darstellt, während \ 

Cosn m = — , Cosi m = — etc. 
« w ' * w 

ist. 

Man kann diese complexen Baumzahlen wegen der Yierzahl ihrer 
Glieder Quaternionen nennen. Zur Unterscheidung von den durch 
Hamilton in die Wissenschaft eingeführten viergliedrigen Ausdrücken 

von der Form 

A + i^B + ijO + isD, 

worin i,, ij, is Einheiten sind, die sich von j,, jj, J3 dadurch unterscheiden, 
dass ii ^ = — 1 , h^ = — 1 , h^ = — 1 ? wollen wir die neuen Zahlen 
longimetrische Quaternionen heissen, wogegen dann die älteren 
viergliedrigen complexen Ausdrücke vielleicht als goniometrische 
Quaternionen bezeichnet werden könnten. 

Ist Wm eine Kjaft von der Grösse w, die ihren Angriff im Punkte m 
hat, oder stellt w^ eine Botationsbewegung von der Geschwindigkeit w 
dar, deren Botationsaxe durch den Punkt m geht, so lassen sich diese 
mechanischen Elemente durch die Quatemion 

w (Coso m + ji Cosi m + J2 Cosj m + J3 C0S3 m) 
unzweideutig darstellen. 
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4. — Die Quatemion 

Coso m + j, Cosj tn + J2 Cos, m + J3 C0S3 m 
kann als eine im Punkte m anfangende Strecke von der Längeneinheit an- 
gesehen werden. Dieselbe lässt sich aber auch geradezu als die Eaum- 
zahl des Punktes m auffassen. Um an einem System von Punkten die 
Darstellung derselben mittelst Quaternionen zu zeigen, denken wir uns ein 
rechtwinkliges Axensystem, das seinen Anfang im Mittelpunkte eines 
Würfels hat, und dessen Axen den Kanten des Würfels ppraUel laufen. 
Lassen wir die Länge der Würfelkante zwei Einheiten beiragen und j„ jj, 
J3 die Verschiebungsfactoren um die Längeneinheit in der Richtung der 
positiven x, y und z Axe sein, so sind 

ji und j,-i , J2 und j^-^ , J3 und jg-^ 
die Zahlen for die Mittelpunkte der Würfelflächen. 

Die acht Ecken des Würfels smd dargestellt durch die 8 Producte, 

die in 

; rh 1 i =fc 1 i„ ± 1 
Ji • h • J3 

enthalten sind. Will man die Zahlen für die einzelnen Ecken in Qua- 
temionenform haben, so muss man jene Producte in Aggregate verwandeln 
mit Benutzung der Formeln 

Ji J3fJ3=Ji+J2+J3 — 2,- 
Ji-'=2-Ji, J2-i=2 — J3, J3-i = 2-J3 
und der übrigen zu Anfang von §. 41 gegebenen Ausdrücke. 

Es lässt sich übrigens jeder Fonkt, dessen auf ein dreiaxiges recht- 
oder schiefwinkliges Goordinatensystem bezogene Goordinaton x, y und z 
sind, darsöellen durch 

wenn j,, jj und J3 die Yerschiebungsfactoren auf die Längeneinheiten längs 
der X, bezüglich der y und z Axe sind, während |, 17 und C die Ma^ 
zahlen dieser Goordinaten bedeuten. Von der Eichtigkeit dieser Behauptung 
überzeugt man sich leicht, wenn man festhält, dass }J vom Goordinaten- 
anfang um die Länge x auf der x Axe verschiebt. Wird der dort ange- 
langte Punkt mit J2'-^ muHiplicirt, so rückt er in der xy Ebene paraDd 
zur y Axe um die Länge y weiter , um endlich «durch Multiplication mit 
j3^ in dem Punkte mit den Goordinaten i, y, z anzügelangen. 

Um die den Punkt x y z darstellende Zahl in Quaternionenfoim zu 
erhalten, setzt man 

ji = Goso b + ji Gosi b + J2 Gosj b + J3 G0S3 b, 
J2 = Goso c + ji Gosj c + J2 G0S2 c + J3 GOS3 c, 
J3 = Goso b + jt Gosj b + J2 G0S2 b + J3 G0S3 b, 
wobei b, c und b auf den von a ausgehenden Axen der x, y und z ange- 
genommen sind. Dann potenzirt man mit Benutzung des erweiterten 
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Moi vre 'sehen Satzes j,, jj und J3 nüt 5, 17 und C und multiplicirt end- 
lich die drei so erhaltenen Quaternionen. Bei der Multiplication von 
b, c und b mit J, 1/ und C» wie diess bei Anwendung des Moi vre 'sehen 
Satzes nöthig wird, hat man festzuhalten, dass b, c, b eigentlich Ab- 
kürzungen fnr a b, a c und a b sind. 



§. 42. Biquatemionen. 

■ 

1. — Sind uns im Räume Strecken von verschiedener Eichtung ge- 
geben, so reichen die longimetrischen Quaternionen nicht mehr aus, um 
dieselben neben einander darzustellen, wenn zugleich Grösse und Eichtung 
der Strecken und die Stelle des Anfangs derselben erkennbar sein sollen. Wir 
müssen dann die von Hamilton eingeführten Quaternionen benutzen. 

Die Begiündung und Erörterung dieser interessanten Zahlgebilde wird 
erst im zweiten Theil dieses Buches erfolgen; gegenwärtig merken wir 
uns nur, dass als Normalform für eine Strecke u, die durch den Goordi- 
natenanfang eines rechtwinkligen Goordinatensjstems geht und die sich 
als die Längen x, y und z auf die Axen projicirt, der Ausdruck gilt 

Für die Einheiten i^, ij und i^ gelten die Gleichungen 

i,2=-l, i,2 = _i, 132=^1, 
und 

^1 ^2 = ^31 ^2 ^3 = h^ h ii = ^2 5 

aber 

.. •.. ... • 

Ij 1^ = — I3, I3 ij = — 1^, li I3 = — 12« 

EndUch ist 

i, ij ia = — 1. 

Multiplicirt man nun die durch den Goordinatenanfang gehende Strecke 

u = iiX+i2y + i3Z 
mit 

Goso m -}- ji Gos, m -j- J2 Gosj m + J3 G0S3 tn, 
so erhält man die Strecke u parallel zu sich selbst in den Punkt nt ge- 
schoben, so dads wir also haben 

u„ = (ij X + ig y + is z) (Gosq m + j, Gos^ m + jj Cosj m + J3 C0S3 m), 
oder auch 

Uto == u (i, cos <pi + i2 cos <p2 + ia cos qps) 

(Gosq m + ji Gos, m + J2 Gos, m + J3 C0S3 tn). 
Der vorstehende Ausdruck, der nrr ein besonderer Fall von dem noch 
allgemeineren Produete 

< 

ist, kann wie dieser letzte eine Biquaternion genarnt werden, da er 
i das Froduet einer goniometri?chen und einer longimetrischen Quatemion ist. 
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In entwickelter Form hat eine solche Biqaatemion die folgenden 
Glieder 

ii Ao + ii Ji -^1 + ij J2 ^2 + ii J3 ^1 

h ^0 + ^3 Ji Cj + ia J2 Cj + ia js C3, 
von denen jedes eine Strecke darstellt , welche in die Richtung einer der 
Axen fällt — je nach dem Goefficienten i|, i^ oder 13 in die x, y oder 
z Axe — und die ihren Anfang in a, b, c oder b haben, je nachdem kein 
j oder ji, J2 oder J3 als Factor vorhanden ist. Damit eine solche Biqaa- 
temion das Prodnct zweier Quatemionen ist, muss 

Ao Bq Cq 
A2 62 G2 



A, B, C, ' 

A3 _ J?! __ ^ 
A2 B2 C2 

sein. Aus diesen Gleichungen folgt nämlich, dass auch 

A2 B2 C2 
Aq Bq Co 

A3 __ J?3. __ ^ 

Aq Bq Co ' 

und hieraus endlich, dass 

Ao + A,+A, + A3 = Ao(l + A+^ + ^^, 
B.+ B, + B,+B3 = B,(l + A + |l + A), 

Co + C, + C, + C3 = Co (1 + -|- + -|- + -|-) 

bis auf den Factor Ao, Bq, Co einander gleich sind. Daraus folgt aber, 
dass die drei den Axen paraUelen Componenten 

il ( ^0 + Ji Ai + J2 A2 + J3 A3), 

^2 (Bq + Ji Bj + J2 ^2 + J3 ^3)» 
i3(Co + JiC, +J2C2+J3C3) 

alle an demselben Punkte m angebracht sind, sich daher in die Strecke 
Um zusammen setzen lassen, wobei der Punkt m durch 



Cosn m = 



-^0 -^ 



'0 



Ao + A, + Aj + A3 u '. 

Cosi m =•— ^, C0S2 m = — ^, C0S3 m = — - 
1 u ' ^ u "* u 



bestimmt ist. 



j 
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2. — Finden für eine räumliche Bicomplexe die Bedingungsgleichungen 
nicht statt, die wir oben aufgezählt haben, so führen die drei longimetri- 
schen Quaternionen, die mit ij, i2 und i^ multiplicirt sind, nicht zu einem, 
sondern zu drei Punkten mj, m2 und nta, an welchen drei den Axen 
parallele Strecken angebracht sind. Diese letzteren lassen sich jet2t nicht 
zu einer Strecke summiren. 

Stellen diese Strecken Kräfte dar, so ergeben dieselben eine resulti- 
rende Kraft und ein Kräftepaar. Sind dagegen die Strecken Rotationen 
oder deren Geschwindigkeiten, so fahren dieselben, da sie um kreuzende 
Axen erfolgen auf eine Schraubenbewegung. Da auch eine Kraft und ein 
Kräftepaar die Elemente einer Schraubenbewegung sind, so können wir 
auf mechanischem Gebiete allgemein eine Biquaternion , die sich nicht 
auf das Product zweier Quaternionen longimetrischer und goniometrischer 
Art zurückfuhren lässt , als den Ausdruck für eine Schraubenbewegung 
auffassen und dieser Bicomplexen daher auch den Namen Schrauben- 
oder helikometrische Function beilegen. 

Der Nachweis, dass eine nicht reducirbare Biquaternion in der That 
der Repräsentant einer Schraubenbewegung ist, lässt sich ausserdem auch 
hier wieder dadurch führen, dass wir durch Hinzufügen von 

i2M(l-.j,), i3N(l-J0, 

12^01— h)» isQÜi— Ja)» 

i2ß(J2— J3)i i3S(J2 — Ja) 
die gegebenen Quaternionen so umgestalten, dass jetzt die verlangten Be- 
dingungsgleichungen gelten. Zu diesem Zwecke würden wir die Werthe 
der Unbekannten M, N, P, Q, E, und S aus den neuen Bedingungs- 
gleichungen so bestimmen, dass diese Gleichungen erfüllt werden, z. B. 
M und N aus 

A^ _ Bj— M _ Cj— N 

Ao - Bo + M - Co + N • 

Der durch Einführung der obigen Ausdrücke auf das Product zweier 
Quaternionen reducirbare Ausdruck lässt sich jetzt als eine Strecke Um . auf- 
fassen, mithin als eine Kraft oder eine Rotation. Durch Hinzufügen der 
oben angegebenen Ausdrücke mit umgekehrtenZeichen, wird der Wer th der 
ursprünglichen Biquaternion wieder hergestellt. Die sechs obigen Ergänzungen 
stellen aber (nach §.35,8) Kräfte oder Rotationspaare dar. Dasselbe gilt 
von diesen Binomen mit umgekehrten Zeichen. Daher ist also unsre 
ursprüngliche Biquaternion eine Kraft oder Rotation u^ und sechs Kräfte- 
oder Rotationspaare. Die Resultirende dieser sechs Elemente ist ein 
Paar, das, zu u^ hinzugefügt, damit die Elemente einer Schraubenbewegung 
abgiebt. 
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Von der Erweiterung der Theorie der gemeine goniometrischen 
Fanctionen ausgehend, hat die Untersuchung in den vorstehenden üer 
Abschnitten zu den allgemeinen goniometrisdien, sowie zu den longimetri- 
schen Functionen und deren Erweiterungen, den Plan- und fiaumfunctionen 
geführt. Zugleich sind wir bekannt geworden mit den Drehfactoren j;^^ 
als der Verallgemeinerung der imaginären Einheit i, d. h. dem Drehfaetor von 
90 Grad, sowie mit den Grenzwerthen derselben, dem Yerschiebungs&ctor 
jo und allgemein dem Verschieber j« . 

Obschon wir nun der Multiplication mit diesen Einheiten die einfache 
Bedeutung einer Drehung oder einer Verschiebung abgewonnen haben, so ist 
doch das V^esen dieser Grössen als geometrischer Gebilde noch im Unklaren 
geblieben. Erst in der nun folgenden zweiten Abtheilung der Untersuchung, 
die sich direct mit der Punkt- und Vectorenrechnurig beschftftigen wird, 
soll u, A. nachgewiesen werden, dass sowohl i wie jo durch Strecken dar- 
gestellt werden können, deren Unterschied darin liegt, dass die Multi- 
plication einer Strecke mit i° eine Drehung derselben um n Bechte beiivirkt 
in einer zu dem Einheitsvector i senkrechten Ebene, während allgemein der 
Factor j^ eine damit multiplicirte Streöke parallel zu sich um nEinheiten 
von der Länge und in der Bichtung von j verschiebt. 
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Zweite Abtheilnng. 



Die Rechnung mit Punkten und Yectoren. 



Fünfter Abschnitt. 



Die goniometrischen ftuaternionen. 

§. 43. Die Summen und Differenzen von Punkten. 

1. — Wenn wir im Folgenden von einfachen und mehrfachen Punk- 
ten sprechen, so könnte man letztere mit Möbius sich etwa als solche 
denken, die mit Gewichten behaftet sind, deren Grösse ein Vielfaches von 
dem Gewichte ist, welches wir einfachen Punkten beilegen; dass also 
ein n facher Punkt n . b ein ri mal so grosses Gewichtsquantum hat als 
der einfache Punkt b, während beide an derselben Stelle im Eaume ge- 
dacht werden. Es ist aber dem geometrischen Character unsrer Unter- 
suchungen entsprechender, wenn wir die Punkte als Vertreter von Strecken 
auffassen, welchie in jenen Punkten ihren Anfang haben. Gleiche Punkte 
stellen dann Strecken von gleicher Länge dar, die man bei einfachen 
Punkten etwa gleich der Längeneinheit annehmen kann. Bei der Einfach- 
heit des Punktes — der blossen Stelle im Eaum — ist es aber nicht 
möglich, ihn als Vertreter einer Strecke, d. h. eines Gebildes mit drei 
Grundeigenschaften, — Länge, Kichtung und Ort im Kaume — zu be- 
trachten, wenn man nicht die beiden ersteren dadurch gleichsam eliminirt, 
dass man sie für alle einfachen Punkte als gleich annimmt. Der n fache 
Punkt n . b vertritt mithin eine Strecke von n Längeneinheiten, die ihren 
Anfang in b hat und einer gegebenen Richtung parallel läuft. 

2. — Unter der Summe der* Punkte a und b verstehen wir mit 
Möbius den zweifachen Punkt 2m, der den Abstand ab halbirt. Damit 

ist die Gleichung 

a + b = 2m, 
oder auch 

m = V2(a + b) 
definirt. Aus der Definition über die Summe zweier Punkte folgt zugleich, 
dass die Addition von Punkten eine commutative Operation ist, d. h. dass 

a -f- b = b -f a. 



] 
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Unter der Srnnme 

m.a + n.b 
yerstehen wir den m-fn fachen Tvnkt c, der den Abstand ab im Yer- 
hältniss TOn n : m theilt, so dass wir also schreiben können 

m . a + 11 • b '^ (ni + n) c. 

3. — Die Summe dreier einfacher Pmikte 

a + b + c = 3b 
fahrt zu dem dreifachen Punkte b, der im Schwerpunkte des Systems der 
drei Punkte a, b, c sich befindet, wie sich leicht ergiebt, wenn man eist 
die SuTPme 

a + b = 2c, 
bildet und dann 

2c, +c = 3b 
aufsucht. Da man zu demselben Punkte gelangt, wenn man zuerst 

b + c = 2a| 
und dann 

2a, 4- a 
ermittelt, so ist damit zugleich die Giltigkeit des associativen Prin- 
cipes für die Addition nachgewiecen, d. h. es ist die Gleichung ^tig 

(a + b) + c = a + (b + c). 

4. — Nehmen wir vier beliebig im Räume liegende Punkte a, b, c, b, 
so ist ihre Summe 

a + b + c + b = 4e 
der vierfache mit dem Schwerpunkte der Pyramide abcb zusammen- 
fallende Punkt 4e, wie sich leicht ergiebt, weri man zuerst etwa 

a4-b + c = 3b, 
sucht und dann 

3b, +b = 4c 
ermittelt. Ueberhaupt wird jeder auf diese Weise aus n Punkten durch 
Summation ermittalte Punkt der Schwerpunkt dieses Punktsystems sein. 
Diess ist denn auch der Grund, warum Möbius in seinem 1827 veröf- 
fentlichten Werke, diese ganze Rechnung der Addition und Subtraction 
von Punkten den barycentrischen Calcul genannt hat, ein Name, 
den wir zuweilen zar Bezeichnung der Methode auch benätzen werden. 

5. — Unter der Differenz 

m. a — n .b 
verstehen wir einen m — n fachen Punkt c, welcher den Abstand ab im 
Verhältniss von — n : m, d. h. äusserlich im Verhältniss von n : m theilt. 
Es ist diese Erklärung der Differenz vielfacher Punkte nur eine Folgerung 
aus der Definition der Summe. Wenn nämlich 

m.a + n.b = (m-f-n).c~p.c, 
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m.a = p.c — 11.6, 
p . c — n . b = (p — n) . a, 



so ist 

oder 

imd es ist 

ac : ab = n : p. 

Aus der vorstehenden Erklärung der Differenz vielfacher Punkte 

folgt, dass 

das Symbol für einen auf der Graden ab im Unendlichen liegenden Punkt 
von der Grösse oder mit dem Coefficienten Null ist. Man könnte daher 
b — a auch als Vertreter der Eichtung a b ansehen, wenn sich nicht durch 
das Resultat der Addition einer solchen Differenz zu einem dritten Punkte 
eine andre Auffassung als möglich ergäbe. 

Soll die -Punktrechnung nämlich in Uebereinstimmung bleiben mit 
der allgemeinen Arithmetik, so müssen wir annehmen, dass 

a + (b-a) = b 
ist. Die Hinzufügung der Differenz b — a -zu a verschiebt also den Punkt 
a nach b, d. h. um die Strecke ab nach Grösse und Bichtung. Dasselbe 
Resultat erhalten wir, wenn wir das associative Princip als anwend- 
bar auf 

a + (b — a) 
erklären. Es ist nämlich dann 

a + (b — a) = (a + b) — a = 2m — a = b. 
Aber auch durch Addition von b — a zu einem beliebigen anderen 
Punkte c erhalten wir unter Anwendung des associativen Principes eine 
Verschiebung des Punktes c um die Strecke ab. Indem wir nämlich hier 
und später mit a^ , bj und Cj die Halbirungspunkte der Seiten des Dreiecks 
a b c bezeichnen , wobei a^ auf b c etc. liegt, mit 02 , b^ und C2 aber die 
Punkte, die wir erhalten durch Verdoppelung der Mittellinien aa^, bb^ und 
cq über den zweiten Endpunkt derselben hinaus, d. h. die Eckpunkte des 
dem Dreieck a b c umschriebenen und zu ihm parallelseitigen Dreiecks a^ b2 C2, 
können wir setzen 

c + (b — a) = (c + b) — a = 2a, - a = aj. 

Es ist aber c 02 parallel und gleich a b. Auf dieselbe Weise könnten 
wir finden 

a + (c - b) = (a + c) - b = 2bi — b = bj 
und 

b + (a — c) = (b + a) - c = 2 q — c =^ C2. 

In jedem der drei Fälle wird der Punkt, zu welchem die Differenz 
zweier anderen Punkte addirt wird, um den Abstand dieser Punkte in der 
Richtung vom Subtrahenden zum Minuenden verschoben. 
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Durch diese Resultate veranlasst, kann man 6 — a auffassen als eis 
Zeichen für die Strecke ab, betrachtet nach Grösse und Eichtung. Und 
zwar ist diese Strecke ein Operator, der einen Punkt, zu dem er addirt 
wird, um diese Strecke verschiebt. 

In der Annahme 

b — a = ab 

werden wir bestärkt durch folgende Betrachtung. Da parallele und gleich^ 
lange Strecken um gleichviel verschieben, so dürfen wir dieselben als 
gleichwerthig betrachten und daher in dem Parallelogramme a b c b setzen 

a — b = b — c. 

Wenn nun einmal dieses Parallelogramm zu einem Bhombus wird 
und wir denken uns dasselbe immer schmäler werdend, indem der Winkel 
bei a sich der Null nähert, wodurch die vier Seiten in eine Grade fallen, 
so kommen b und b zur Deckung, und wir haben 

a— b = b — c, 
oder 

a + c = 2b, 

d. h. das alte Resultat, wonach die Sunmie zweier Punkte gleich dem 
Doppelten des Halbirungspunktes ihres Abstandes ist. 

6. — Interessant ist auch das Ergebniss, zu dem wir gelangen, wenn 
wir die Differenz zweier einfachen Punkte zu einem n fachen Punkte fugen. 
Es ist nämlich 

n.c + a — b=.n.b, 

und zwar liegt b auf der durch c parallel zu b a gezogenen Geraden so, 

dass c b = — . b a ist. Der Operator a — b , der einen einfachen Punkt 

um b a verschiebt, treibt also einen n fachen Punkt nur um den nten Theil 
dieser Länge aus seiner Lage. 

Die Richtigkeit dieses Satzes sieht man leicht an einem Trapeze 
a b c b , worin a und c Gegenecken und a b und b c die parallelen Seiten 
sind, zugleich sei, wenn in c ein nfacher Punkt liegt, 

cb = — ha. 
n 

Zieht man nämlich die Diagonalen ac und bb, so ist in deren 

Schnittpunkt e die Summe 

a + n . c = (n 4- 1) e. 
Sucht man sodann 

(n+l)c-b, 
so erhält man den Punkt b, weil 

be:bb = ce:ca=^l:n+ 1.. 
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Es ist mithin in der That 

a — b + ii«c = n.b, 



cb = — ba ist. 
n 



Stellt also b — a die Strecke ab nach Grösse und Kichtung dar, so 
ergeben sich hieraus leicht die Sätze über die Addition und Subtraction 
von Strecken, die man mit Hamilton nun Vectoren nennen kann. 
Wir sparen diese Betrachtungen jedoch für den nächsten §. auf. 

7. — Wenn in 

ma — nb = (m — n)c 

m grösser ist als n, so erhalten wir einen auf der Seite von a ausserhalb 
a b liegenden Punkt von der Grösse m — n. Ist m = n , so liegt der 
resultirende Punkt im Unendlichen zu beiden Seiten von ab. Ist aber 
m <; n, so erhalten wir einen negativen Punkt 

(m — n) c, 
der ausserhalb ab auf der Seite von b liegt. Solche negativen Punkte 
machen keine Schwierigkeit, wenn man sie als Vertreter von Strecken* 
auffasst, (vergl. 1. dieses §.) deren Eichtung als negativ bezeichnet werden 
muss. Derselbe Punkt als positive Grösse wäre durch (n — m) c zu be- 
zeichnen. 

Es ist hiemach leicht, die sämmtlichen Sätze der allgemeinen Arith- 
metik, soweit sich dieselben auf Addition und Subtraction von Aggregaten 
beziehen, als giltig für die Bechnung mit Punkten nachzuweisen, indem 
man zeigt, dass beide Seiten einer solchen Gleichung zu demselben Punkte 
fahren. 

So ist z. B. 

(a + b)-c = a + (b — c) = C2, 

(a — b) + c = a — (b — c) = bj, 

— a + (b + c) = (— a + b) + c = a3, 

(a — b) ~ c = a — (b + c) = — a2, 

(— a + b) — c = b — (a 4- c) = — b2, 

( — a — b) + c = c — (a + b) = — Ca, 

wobei den mit Indices versehenen Buchstaben die weiter oben angegebene 
Bedeutung in Bezug auf das Dreieck a b c zukommt. 

5. -— Sind uns zwei Grundpunkte a und b gegeben, so ist es jetzt 
möglich, jeden Punkt m der unbegrenzten Geraden ab durch einen Aus- 
druck von der Form f 

A a + B b 
darzustellen ; man braucht nur für A und B Zahlen zu setzen, welche den 

Unverzagt, Qnatemionen. 9 
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Abständen mb und am proportional sind. Setzt man 

Aa + Bb = (A+'B)m, 
80 ist auch 

A , B . 



A+B ' A+B " 

= a Cos m 4- ^6 Sin m, 
wenn die longimetrischen Functionen von m arf ab als Basis bezogen 
sind. Hieraus folgt z. B., dass zwei Punkte m und n symmetrisch gegen 
a und b liegen, wenn 

Cosm = Sinn, 
dass sie harmonische Punkte sind zu a und b, wenn 

Tg m = — Tg n, 
und dass das Doppelverhältniss der vier Punkte a, b, f , b auf der Geraden 
ab ausgedrückt ist durch 

Tgc : Tgb, 
wenn a b als die Basis angenommen wird für die longimetrischen Functionen. 
, Sind die Coefficienten an a und b Functionen einer Variabein t, so 
.erhält man verschiedene Punkte, je nachdem man t verschiedene Werthe 
beilegt, und man kann nach dem Gesetz der Bewegung eines solche 
Punktes fragen, falls t die Zeit bedeutet. 

6. — Sind drei Punkte o, b und c in einer Ebene gegeben, so stellt 

Aa + Bb + Cc = (A + B + C)b 

jeden beliebigen Punkt der durch a, b und c bestimmten Ebene dar, je 
nachdem man die Coefficienten A, B und C annimmt. Diese Gleichung 
lässt sich auch auf die Form 

-g-a + -s-b + -g-c = b 

bringen , wenn S = A + B + C ist. Zugleich lässt sich zeigen , dass 
diese letztere Form identisch ist mit 

a Cosj b + b CöSj b + c C083 b = b, 
wenn die links stehenden Cosinusse die planimetrischen Functionen Ton 
b in Bezug auf das Dreieck a b c sind. Es ist z. B., wenn a, b und c 
die Seiten des Fundamentaldreiecks bedeuten, 

a.a + b.b + c.c = (a + b-fc)b 

der Ausdruck für den Schnittpunkt der drei Winkelhalbirenden. Andre 
solche Punkte ergeben sich, wenn man in §. 25 der ersten Abtheilung, 
die dortigen Gleichungen direct als Ausdrücke für Punkte betrachtet, so 
dass z. B. 

a . tg « 4- b . tg |9 4- c . tg 7 = (tg « + tg /J + tg 7) b 
der Ausdruck filr den Schnittpunkt der drei Höhen ist. 
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Sind die Goefficienten A, B und G in 

Aa + Bb + Cc 
Functionen einer Variabein t, so erhält man eine continuirliche Reihe von 
Punkten, welche in einer Geraden liegen, wenn diese Functionen von der Form 

a + bt 
sind, die dagegen Curven bilden, wenn diese Functionen nicht linear nach 
t ^d. 

Die Kegelschnitte haben Goefficienten von der Form 

a + bt + ct2, 
so dass der allgemeine Ausdruck für die Punkte dieser Curven 

(ai + b, t + c, t2) a + (aj + bat + C2t2) b + (a3 + bg t -f Cgt») c 
ist. Durch Verlegung der Fundamentalpunkte erhält man 

a + tb + t2c, 
V4a + tb + t^c, 
— a + tb 4- t^c, 
als einfachere Ausdrücke für Ellipse, Parabel und Hyperbel. 

Wie mit Hilfe dieser Ausdrücke die Curven untersucht werden können, 
ist in dem barycentrischen Calcul von Möbius trefflich erörtert, auf 
den wir daher hier verweisen wollen. 

Sind dagegen* A, B und G Functionen von zwei Variabein t und u, 
80 gelangt man zu UmhüUungscurven. 

7. — Sind vier Fundamentalpunkte a, b. c, b im Räume gegeben, 
die nicht in einer Ebene liegen, so führt 

Aa + Bb + Gc + Db = Sc, 
worin S = A-j-B + G-|-D ist, stets zu einem fünften Punkte e , und 
es kann umgekehrt zu jedem Punkte m im Raum sein barycentrischer 
Ausdruck gefunden werden, wenn man nur als Goefficienten Werthe ein- 
fuhrt, welche den Pyramiden proportional sind, die sich dadurch ergeben, 
dass man den Punkt m mit den vier Ecken des Grundtetraeders verbindet. 
Dabei sind die Goefficienten von o, b, c und b jedesmal proportional den- 
jenigen Pjrramiden, die m zur Spitze und die entsprechenden Gegenseiten des 
Grundtetraeders zur Basis haben. Hieraus ergiebt sich dann, dass wir auch 
schreiben können 

m = a Cos, m 4- b Gosj m + c G0S3 m-{-h G0S4 m. 

Der Mittelpunkt der dem Tetraeder eingeschriebenen Kugel hat z. B. 
zu Goefficienten Werthe, welche den Gegenseiten der Ecken proportional sind. 

Lassen wir auch hier die Goefficienten an a, b, c und b variabel 
werden, etwa dadurch, dass wir dieselben als Functionen von t ausdrücken, 
so erhält man eine Folge von Punkten, die bei continuirlicher Aenderung 
des t eine räumliche Gurve ergeben. Ist t wieder die Zeit, so lässt sich 
die Bewegung des dargestellten Punktes untersuchen. 
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Sind die Coefficienten an a, b, c, b dagegen Functionen zweier Varia- 
bein u und t, so erhalten wir bei stetiger Aenderung derselben als Ort der 
Punkte im Allgemeinen eine Fläche , wie man findet , wenn man dem u 
zuerst einen bestimmten Werth beilegt und dann t sich continuirlich yer- 
ändert denkt. Dadurch erhält man eine räumliche Curve. Eine continuirliche 
Aenderung des u ergiebt nun eine Reihe dieser Curven, deren Gesammtheit 
eine Fläche darstellt. 

Der Ausdruck für eine Ebene ist allgemein von der Form 
(a + »1 1 -j- »2 ^) ^ -^ G> + ^1 * + 1^2 '^) J^ + (c + Cj t + C2 n) c -|- 

(d + d,t + d2u)b, 
der sich aber vereinfacht, wenn man als Bestimmungsstücke der Lage 
der Ebene drei ihrer Schnittpunkte mit den durch die Grundpunkte be- 
stimmten Geraden nimmt. Dadurch gelangt man zu einem Ausdruck von 
der Form 

a + t6 + uc + (p + <lt + ru)b, 
worin p, q und r Gonstanten sind; dagegen ist 

a -f t b + uc -f (pt2 -|- q tu + ru«) b 
ein Ausdruck für Flächen zweiter Ordnung. 

8. — Um an einem Beispiel die Verwendbarkeit des barycentrischen Cal- 
culs zu zeigen, wollen wir die harmonischen Beziehungen nachweisen, die 
sich bei einem System von vier Punkten abcb in einer Ebene ergeben. 

Verbinden wir den Punkt b in der Ebene des Dreiecks abc mit den 
Ecken desselben, so wollen wir die Schnittpunkte der Geraden ab, bb, 
c b mit bezüglich den Geraden b c , c a und a b durch a^ , b] und q be- 
zeichnen. Femer seien die Schnittpunkte von 

bc und b] C], ca imd q a|, ab und aj b] 
bezeichnet mit e, f und g, während a2, b2 und Cj die Schnittpunkte 
zwischen 

a b und bj Cj ; b b und c^ a^ ; c b und a^ b| 
sind. Dann ist 

b = a Cos, b 4- b C0S2 b + c C0S3 b, 
wenn diese Cosinusse auf das Dreieck abc bezogen sind. 
Aus dieser Gleichung folgt 

b — a Cosj b = b Cosj b + c C0S3 b. 
Die linke Seite stellt einen Punkt auf a b dar, die rechte einen Punkt 
auf b c, folglich ist jede dieser Seiten ein Ausdruck für a, . 
Es ist daher 

a, (C0S2 b + C0S3 b) = b Cos^ b + c C0S3 b, 
wobei a, mit dem Factor C0S2 b + C0S3 b behaftet ist, weil allgemein 

Aa + Bb 
einen Punkt (A + B) m darstellt. 
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Da C0S2 b -|- C0S3 b = 1 — Cosj b = Sin^ b ist , so können wir setzen 

ttj Sinj b = b C0S2 b + c C0S3 b 
und demnach auch 

b, Sinj b = c C0S3 b + ö Cos, b, 

c, Sing b = a CoSi b + b Cos.^ b. 

Durch Subtraction ergiebt sich aus den drei letzten Gleichungen 

cq Sin, b — b, Siuj b = b Cosj b — a Cos, b, 
b, Siuj b — c, Sin3 b = c C0S3 b — 6 Cosg b, 
q Sing b — a. Sin, b = a Cos, b — c C0S3 b. 

Jede Seite der ersten dieser neuen Gleichungen stellt den Punkt 9 
dar, als Schnitt von a, b, mit a b ; seine Gleichung lautet daher 

9 (C0S2 b — Cos, b) == b Cosj b — a Cosj b. 
Aus den beiden anderen Gleichungen folgt 

e (C0S3 b — C0S2 b) = c C0S3 b — b Cosj b, 
f (Cosi b — C0S3 b) = a Cos, b — c C0S3 b. 

Hieraus ergiebt sich aber, dass a, und c die Seite bc harmonisch 
theilen, da sie den Abstand bc im Verhältniss ±(Cos3b : Cos^b) theilen. 
Ebenso sind h^ und f, c, und g harmonische Theilpunkte der Seiten 
ca und ab. 

Ferner ist das Product der longimetrischen Tangenten 

Tga,.Tgb, .Tgq = l, 
wenn jede dieser drei Tangenten auf diejenige Seite als Basis bezogen ist, 
worauf der betreffende Punkt liegt. Anders ausgedrückt lautet dieser Satz 

a b, . b c, . c a^ = a, b . b, c . c, a. 

Da femer durch Addition sich ergiebt 

e (C0S2 b — C0S3 b) + f (C0S3 b — Cos, b) + 9 (Cos, b — C0S3 b) = 0, 

so liegen die drei Punkte c, f und 9 in einer Geraden. Da die Coeffi- 
eienten an e, f und 9 in dieser Gleichung zugleich die Verhältnisszahlen 
ergeben, in denen c, f und 9 die Dreiecksseiten theilen, so findet man 

daraus, dass 

be . cf . ag = — b9.ce.af 

ist. 

Durch Addition je zweier der Gleichungen für aj, b, und c, erhal- 
ten wir 
a,'Sin, b + b, Sin2 b = a Cos^ b + b Cosj b + 2c C0S3 b = b + c C0S3 b 

b, Sin2 b + q Sin3 b = 2a Oos, b -f b Cosj b + c C0S3 b = b 4- Cos, b 

c, Sing b + a, Sin, b = a Cos, b + 2b Cos b + c C0S3 b = b + b Cosj b. 

Ein Blick auf diese Gleichungen zeigt, dass sie die Punkte C2, a2 
und b2 darstellen. Eine Vergleichung von b + a Cos, b und b — a Cos, b 
ergiebt femer, dass a^ und a2 harmonische Punkte zu a und b sind. Daher 
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wird auch bb durch b| und b2, sowie endlich cb durch q und Cj harmo- 
nisch getheilt. 

9. — Auch die Beziehungen , die sich für fünf Punkte im Baume 
ergeben, lassen sich mit Hilfe räumlicher Functionen durch den barycen- 
trischen Calcul leicht nachweisen. 

Es seien a, b, c, b, e diese fünf Punkte, von denen wir keine vier in 
derselben Ebene Yoraussetzen. Dann ist 

(1.) c = a CoS| c + b C082 c + c C0S3 c + b C0S4 e, 

wenn rechts die Baumfunctionen des Punktes e in Bezug auf das Tetraeder 
abcb genommen sind. Aus dieser Gleichung folgt 
(2.) c — a Cos, c = a, Sin, c = b C0S2 c + c C0S3 e + b C0S4 e, 
e — b Cosj c = bj Sin^ e = a Cos, e + c Cos^ e + b C0S4 c, 
e — c C0S3 c = c. Sing t = a Cos, c + b Cosj e + b C0S4 c, 
c — b C0S4 c == b, Sin4 c = a Cos, e + b Cosj c + c C0S3 e, 
wenn wir mit a,, b,, c, und b, die Durchstichspunkte der von a, b, c und 
b nach e gezogenen Geraden mit den Gegenflächen A, B, C, D des Te- 
traeders bezeichnen. Dass aber z. B. jede der beiden Seiten von 

e — a Cos, c = b Cosj c + c C0S3 e + b C0S4 c 
den Punkt a, ergiebt, folgt daraus, dass die linke Seite einen Punkt auf 
a e, die rechte einen Punkt in der Ebene beb darstellt, mithin beide den Durch- 
stich von ae mit A. Aehnlich erweist man die Richtigkeit der Gleichun- 
gen für b,, c, und b,. 

Aus den Gleichungen (2.) ergeben sich leicht die Gleichungen 
(3.) c — a Cos, e ~ b Cosj e = c C0S3 c + b C0S4 c = f, (C083 e + C084 e) 
e — a Cos, e — c C0S3 e = b Cosj c + b C0S4 e = fl, (Cosj c 4- C0S4 e) 
c — a Cos, e — b C0S4 e = b Cosj e + c C0S3 c = $, (Cosj e + C0S3 e) 
e — b C0S2 e — c C0S3 e = a Cos, e + b C0S4 e = i, (Cos, e + C0S4 e) 
c — b Cosj e — b C0S4 e = a Cos, e + c C0S3 c = i^ (Cos, c -|- C0S4 e) 
e — c C0S3 e — b C0S4 e = a Cos, c + b Cosj c = l, (Cos, c + Cosj e). 

Dieselben stellen jede einen Punkt dar, der auf einer durch e und 
eine Kante des Tetraeders gelegten Ebene und zugleich auf der Gegen- 
kante jener Kante liegt. So ist z. B. f, auf der Ebene e a b und in der 
Kante cb gelegen. 

Verbinden wir dagegen die Gleichungen in (2.) durch Subtraction, 
so erhalten wir 

(4.) a, Sin, e — b, Sinj e = b C0S2 e — a Cos, e = I2 (C0S2 c — Cos, c) 
b, Sin2 c — c, Sing c = c C0S3 e — b Cos.^ e = l^j (C0S3 e — Cosj e) 
q Sing e — b, Sin4 e = b C0S4 e — c C0S3 e = f 2 (C0S4 c — C0S3 e) 
b, Sin4 e — a, Sin, e = a Cos, e — - b C0S4 e = i2 (Cos, c — C0S4 c) 

a, Sin, e — c. Sing e = c C0S3 c — a Cos, e = I2 (C0S3 e — Cos, e) 

b, Sing e — b, Sin4 c = b C0S4 e — b C0S2 e = 92 (C0S4 e — Cosj c). 
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Es liegt dabei jeder der Punkte fj, Ö2t • . • f? ^.uf einer Tetraeder- 
kante mit bezüglich fj, 9i . . . fi, und es theilen jedesmal zwei solche 
Punkte die zugehörige Kante harmonisch, da die Theilung von a b z. B. 

im Verhältniss von 

+ (C0S2 c : Cosi c) 
stattfindet. 

Aus dem Gleichungssysteme (4.) folgt durch Addition der vier ersten 
Gleichungen 

L.l2 + H.^2 + I.t2 + P.f2 = 0, 
d. h. die Punkte fj, 1^2» h ^^^ ^ liejjen in einer Ebene. Diess sind aber 
die vier äusseren harmonischen Punkte auf den Seiten des räumlichen 
Streckenzuges (windschiefen Vierkantes) ab, bc, cb, ba. 

Ebenso lässt sich nachweisen, dass die äusseren harmonischen Punkte, 
die auf den anderen aus den Kanten des Tetraeders bildbaren Vierkanten 
sind, zu je vier in einer Ebene liegen. 

Die vorstehenden Betrachtungen werden zeigen, mit welcher Leichtig- 
keit der barycentrische Calcul unter Benutzung der Plan- und Eaum- 
functionen von Punkten bei geometrischen Untersuchungen zu Eesultaten 
fahrt. Die meisten vorstehenden Sätze ergeben sich nämlich aus der Gleichung 
des vierten resp. fünften Punktes durch einfache Transposition einzelner 
Glieder dieser Gleichung. 

10. — Die Aufgabe der Vertauschung der Grundpunkte a, b 
oder a, b, c, oder endlich a, b, c, b, d. h. die Operation, die bei Coordinaten 
der Aenderung des Coordinatensystems entspricht, lässt sich leicht aus- 
führen. Ist z. B. 

m = Aa + Bb + Cc 

und man will m beziehen auf drei Punkte p, q und r, deren Lagen aber 

in Bezug auf a, b und c durch Gleichungen gegeben sind, so braucht man 

nur aus 

p = a Cosi p + b C0S2 p + c CÖS3 p, 

q = a Cosj q + b Cosj q + ^ C0S3 q, 

t = a Cos, r + b Cos^ r + c C0S3 r 

a, b und c zu entwickeln und ihre Ausdrücke in p, q und t in die 

Gleichung für m einzusetzen, um einen Ausdruck für nt zu erhalten, worin 

p, q und r die Fundamentalpunkte sind. 

Aehnlich verfahrt man bei Vertauschung des Grundtetraeders mit 
einem neuen System von vier Grundpunkten. 

Auch der üebergang von der barycentrischen Methode der Bestim- 
mung von Punkten zu der mittelst homogener Coordinaten bietet keine 
Schwierigkeit. Ist 

m = a Cosi m-^h C0S2 m 4- c C0S3 m + b C0S4 m 
gegeben, so ist 
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wenn A, B, C, D die Seitenflächen des Gmndtetraeders und x^, X2, X3, X4 die 
von m auf dieselben gefällten Lothe bedeuten. Mit Benutzung der analogen 
Ausdrücke für Cosj m, C0S3 m, C0S4 m erhält man vier Gleichungen , aus 
denen man die homogenen Funktcoordinaten x., Xo, Xo, x^ von m er- 
mittein kann. 

Sind umgekehrt die homogenen Goordinaten x^ , Xj, X3, x^ des Punktes 
m gegeben , so ist es leicht , die Coefficienten CoSj m, Cos^ m etc. zu be- 
rechnen und mit ihrer Hilfe den barycentrischen Ausdruck von tn in Be- 
zug auf das Grundtetraeder au&ustellen. 



§. 44. Addition und Snbtraction von Vectoren. 

1. — Aus der im vorigen Paragraphen gegebenen Definition einer 
Strecke ab als der Differenz der Punkte b und a, d. h. 

ab = b — a, 
ergeben sich nun leicht die Gesetze, nach welchen mit diesen Strecken die 
Addition und Subtraction vollführt wird. Eine solche Strecke werden wir 
einen Vector nennen, imd zu ihrer Bezeichnung mit Hamilton vor- 
wiegend griechische Buchstaben gebrauchen. Dem Vector oa, den 
wir mit a bezeichnen wollen, konunt nun ausser der Bichtung, die durch 
die Bewegung in gerader Linie von nach a bestimmt wird, eine Länge 
zu, die wir mit oa bezeichnen können, zu deren Benennimg wir aber oft 
entsprechende lateiilkche Buchstaben, also hier a, benutzen werden. Später 
werden wir die Masszahl der Länge von a mit Ta bezeichnen, und 
diess Tensor von a lesen, während wir eine Einheitslänge in der 
Eichtung von a mit U« bezeichnen und diess den Versor von a heissen, 
so dass a selbst nach Grösse und Bichtung dargestellt ist durch 

a = aUa = Ta . Ua = Ua . Ta. 

2. — Aus 

b — a = ab 
und 

c — b =bc 
folgt 

ab + bc = b — a + c — b = c — a = ac, 

wenn wir annehmen, dass die Lehren der allgemeinen Arithmetik auch 
für diese Differenzen gelten. Es ist also die Summe zweier Vectoren, 
welche zwei aufeinander folgende Seiten eines Dreiecks bilden, gleich der 
dritten Seite, durchlaufen in dem Sinne vom Anfang des ersten Vectors 
zum Endpunkte des zweiten. 
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Aus 

ab + bc = ac 
folgt ' 

ac — a b =-• b c, 

d. h. die Differenz zweier Dreiecksseiten, die von demselben Eckpunkte 

ausgehen , ist gleich der dritten Dreieckseite , durchlaufen vom Ende des 

Subtrahenden nach dem Ende des Minuenden. '^ 

3. — Vectoren von gleicher Länge und Kichtung, d. h. gleich lange 
und parallele Vectoren, werden als gleichwerthig betrachtet, da durch Ad- 
dition derselben zu einem Punkte dieser um gleiche Längen und in der- 
selben Eichtung verschoben wird. Anstatt daher in dem Parallelogramme 
a b c b zu sagen 

ab + bc = ac, 
kann man auch setzen 

a b -f a b = a c, 

d. h. die Summe zweier aneinander liegender Seiten eines Parallelogrammes 
ist gleich der dazwischen liegenden Diagonale. 

Der Widerspruch, in welchem diese Sätze mit bekannten Lehren der 
Geometrie über die Summe und Differenz, zweier Dreiecksseiten im Ver- 
gleich zur dritten Seite stehen, wird durch folgende Bemerkung beseitigt. 
In den vorstehenden Gleichungen ist sowol das Plus- und Minus-,, wie 
auch das- Gleichheitszeichen in einem etwas weiteren Sinne gebraucht als 
sonst in der Geometrie. Die Gleichung 

db + bc = ac 
ist jetzt zu lesen und aufzufassen als: zu einer Bewegung (Translation) 
um die Länge und in der Richtung ab wird eine Bewegung um die 
Länge und in der Richtung b c gefügt ; das Resultat ist gleichwerthig 
mit einer Bewegung in der Richtung und um die Länge ac. Diese Auf- 
fassung eines Vectors macht es nun auch erklärlich, wie durch Addition 
eines solchen Operators zu einem Punkte, dieser Punkt um die Länge und 
in der Richtung des Vectors verschoben wird. 

4. — Da 

ab -{- ha = aa = 
ist, so haben wir 

ba = — ab, 

d. h. ba hat dieselbe Länge aber entgegengesetzte Richtung wie ab. 

Da femer 

ab + bc = ac, 
so ist in einem Dreiecke 

ab + 6<^ + <^^ = <^c-|-ca = 0. 

Daraus lässt sich leicht für ein ebenes oder ein räumliches Polygon 

ableiten, dass 

ab + '&c + cb + ... + tttn + na = 0. 
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5. •— Wir haben gleichstimmig parallele Vectoren von gleicher Länge 
als gleichwerthig angesehen. Dagegen können Vectoren von verschiedener 
Richtung, auch wenn sie gleiche Längen haben, nie einander gleich ge- 
setzt werden. Aus der Gleichung 

ma + njJ = 
folgt daher, wenn a und ß Vectoren von verschiedener Eichtung sind, 
dass m = und n = ist. Und aus der Gleichung 

m« + njJ = p« + q/J 
ergiebt sich bei derselben Voraussetzung nothwendigerweise, dass m == p 
und n = q ist. 

6. — Die Addition und Subtraction von Vectoren sind commutative 
und associative Operationen. Denn in dem ' Parallelogramme abcb ist 

ab 4-bc = ab + i>c = ac. 

Da aber wegen Gleichheit an Grösse und Sichtung 

a b = b c, 

b c = a b, 
so ist 

Qb + bc = bc + öl>i 

womit die Vertauschbarkeit der Posten, d. h. die Giltigkeit des commu- 

tativen Principes nachgewiesen ist für die Addition von Vectoren. 

In dem ebenen oder räumlichen Streckenzug 

ab -\-bc + c\> = ab 
ist ab + 6c = ac 

und ac-fcb = ab. 

Es ist aber auch 

und 

d. h. es ist 



bc + cb = bb 
ab + '&i> = öi>> 



(ab + bc) + cb = ab + (bc + cb) = ab, 

womit das associative Princip als anwendbar bei der Addition von Vec- 
toren bewiesen ist. 

7. — Wie die barycentrische Methode leicht Mittel gab, um die 
Coordinatensysteme des Punktes zu ersetzen, so lässt sich auch die Vec- 
torenmethode benutzen, um Gleichungen für Punktsysteme aufzustellen. 

Bezeichnen wir den von einem festen Punkte o aus gezogenen Vector 
eines Punktes m mit (>, und ist 

^ = m«, 
so liegt m auf einer durch o zu dem Vector « parallel gezogenen Geraden, 
in einem Abstände von o, der gleich m . a Einheiten ist, wenn a den Tensor 
von a darstellt. 
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Ist dagegen 

und stellt x einen variabeln Werth vor, der alle positiven und negativen 
reellen Zahlen durchlaufen kann, so ist q der Vector der Punkte einer zu 
« parallelen unbegrenzten Geraden, oder ^ = x « ist die Gleichung dieser 
Geraden. 

Sind a und ß zwei verschiedene Vectoren, die wir der Einfachheit 
wegen mit ^ in o anfangen lassen, so ist 

(> = « + xjS 
der Vector der Punkte einer Geraden, welche parallel zu ß durch den 
Endpunkt von « geht. Denn für x = erhalten wir q = a. Jedes 
andre x dagegen ergiebt far q den Werth a plus einer von dem Ende von 
a aus parallel zu ß abgetragene Strecke; die Gesammtheit der so erlang- 
ten Punkte ist die genannte Gerade. 

Soll eine Gerade durch die Endpunkte der Vectoren a und ß gehen, 
so ist für jeden ihrer Punkte entweder 

(> = a + X (j9 — «), oder Q=.ß + y{a — ß), 
wo die zweite Gleichung sich aus der ersten dadiurch ergiebt, dass man 
X = 1 — y setzt. 

Die Eichtigkeit beider Gleichungen kann man sich auf verschiedene 
Arten klar machen. So stellt die erste eine Gerade dar, die durch den 
Endpunkt von « geht, parallel zu dem Vector ß — a, während die zweite 
Gleichung eine Gerade bezeichnet, die von dem Ende von ß parallel zu 
dem Vector « — ß geht; die Identität beider Geraden ergiebt sich leicht. 

Aus Vorstehendem folgt, dass die Gleichung einer Geraden, die durch 
die Enden von « und ß geht, im Allgemeinen von der Form 

ist, wenn für die Coefficienten A, B, C die Beziehung gilt 

A + B + C = 0. 

Besteht diese Gleichung nicht, so stellt der vorhergehende Ausdruck 
allgemein eine Gerade nur dann dar, wenn die Coef&cienten von a und ß in 

lineare 'Functionen einer Variabein sind. Es ist auch allgemein 

^ = pa + q|9 + ry 4- . . . + sd, 

wobei a, (9, 7, d Vectoren derselben Ebene, d. h. complanare Vectoren dar- 
stellen, die von dem Punkte ö aus gezogen sind, eine Gerade, wenn 
die Coefficienten p, q, r . . . s Functionen ersten Grades irgend einer Ve- 
riabeln x sind. Denn alle diese Vectoren lassen sich auf zwei derselben, 
z. B. auf a und ß zurückführen, und dann ist die letzte Gleichung auf 
die Form der vorletzten gebracht. 
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8. — Die in der yorigen Nüinmer gegebenen Resultate lassen sieh 
leicht mit Hilfe der longimetrischen Functionen folgendermassen gewinnen. 

Ninunt man auf der Sichtung von ab einen festen Punkt o an und 
seien die auf o als Anfang bezogenen Yectoren der Punkte a und 6 mit a 
und ß bezeichnet, so gilt far jeden weitem Punkt m, dessen von o aus 
gerechneter Yector mit q bezeichnet ist, 

Q — a:ß — ^ = Sinm: Cos m = Cosj m : Cosj m. 

Dabei ist ab als Basis der Functionen betrachtet, und es ist zur Gleich- 
förmigkeit mit der Bezeichnung der Plan- und Baumfunctionen der Sinnt 
mit C0S2 m, Cos m aber als CoS| tn bezeichnet. Dann ist allgemein 

Qra= a Cos, VX-}- ß CoSj ttt. 

Fällt dabei b nach 0, so reducirt sich die Gleichung auf 

Qm = a Cosi tn, 
deren Bichtigkeit sich leicht ergiebt, da jetzt 

ist. Diese Gleichung ist .aber identisch mit 

9. — Ist femer m ein Punkt in deif Ebene des Grund-Dreiecks abc, 
so ist 

m = a . Cosj m + b . Cosj m + c . C0S3 m. 

Zieht man hiervon ab die identische Gleichung 

= 0. CoS| m + ö . C0S2 m + . C0S3 m, 
so erhalten wir 

tn — = (a — 0) Cosi m + (l> — 0) Cosj m + (c — 0) C0S3 tn, 
oder in Vectoren 

m = a . Cosj m + b . Cosj m + c . C0S3 m, 
oder endlich 

()„=«. Cosj m-\-ß . C0S2 m-\- y . C0S3 ni, 

d. h. einen Ausdruck für den Vector eines beliebigen Punktes ausgedrückt 
durch die Yectoren der Fundamentalpunkte a, b, c. 

Lassen wir den Punkt mit einem der Gmndpunkte zusanmien fallen, 
etwa mit c, so wird jetzt y zu Null und wir haben 

^„ == a . Cos, m + j9 . C0S2 tn. 

Dabei sind Cos, m und Cosj m die Cosinusse in Bezug auf das Drei- 
eck oab. Fällt m in die Gerade ab, so ist Cos3m = 0, Cos, tn + C0S2 tn 
daher gleich 1, und wir finden wieder das früher angegebene Eesultat, 
dass, wenn die Coeflficienten an « und ß durch x und 1 — x dargestellt 
sind, wir die Gleichung einer durch die Enden von a und ß gehenden 
Geraden haben. 
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Geht eine Gerade, nicht durch die Endpunkte von a und j5, so ist 
die Gleichung derselben von der Form 

^m = (a + aj t) « + (b + bj t) j9, 

wo t eine sich continuirlich ändernde Variabele ist. Indem wir dann 

Cosi m = a + aj t, 
C0S2 m = b + b| t 

setzen , ist die Lage von nt in Bezug auf das Dreieck a b bestimmt. Es 
lässt sich übrigens die letzte Gleichung auf die Form 

abj — ba^ _ baj -ab^ ^ ,, 
Q- ^^ «^ + ä; iS(l-x) 

bringen. Setzt man dann 

a bi — b a^ j b a^ — ab* ^ 

— \ ^-« = «1 und — ^— - = §u 

Dj ai 

so wird 

? = x«i +(1— x)Ä, 
woraii3 folgt, dass die Gerade durch die Enden von a^ und ß^ S^''^^- 

Sind die Coefi&cienten an a und ß nichtlineäre Functionen einer Va- 
riabein, so ist auch 

nicht die Gleichung einer Geraden, sondern einer Curve in der Ebene der 
Vectoren a und ß. 

9. — Sind a, /S und y drei nicht in einer Ebene liegende von aus 
gezogene Vectoren, so ist 

^ = xa + y^ + Z7 

der Vector eines Punktes m, der gefunden wird, wenn man die drei 
Strecken xa, yjS und zy nach Grösse und Eichtimg von aus aneinander 
trägt. X, y und z sind hierbei Zahlen, die in der Sprache der analytischen 
Geometrie die Masszahlen der Coordinaten des Punktes m sind, bezogen 
auf ein System, das seinen Anfang in hat und dessen Axen in die 
Eichtungen von «, ß und y fallen. 

Dieses Kesultat lässt sich auch auf barycentrischem Wege gewinnen. 
Es ist 

m = a . Cos, m -f b . Cosj m + c . C0S3 m + l> • C0S4 m, 
= 0. Cos, m -f ö • C0S2 tn + . C0S3 m + . C0S4 nt, 
daher 

m — = (a — 0) Cos, m + (t> — 0) Cosj tn + (c— 0) C0S3 nt 

+ ^ — 0)C0S4ttt 

oder in Vectoren 

^,„ = ont = oa.Cos, nt + ob. Cosjttt + oc.Cosant + ob.Cos4nt, 
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Damit haben wir den Vector q^ eines Punktes m in Bezug auf im 
willkürlichen Punkt o ausgedrückt durch die Yectoren a, ß, 7, d der Tier 
Fundamentalpunkte a, b, c, b; und zwar ist 

Q^ = a. Cosj m + jS . CoS;, m + r • C0S3 m + ^ • C0S4 m. 
Fällt der Punkt nach b, so haben wir 

^„ = a . Cos, m + ^ • C0S2 m + y . C0S3 m, 
welches die oben gegebene Form 

Q = Ta + jß-{-Zy 

ist. Dabei sind die Cosinusse auf das Tetraeder a b c bezogen. 

Fällt m in die durch a b c gehende Ebene, so ist C0S4 m = 0, mithin 

Cosj m + C0S2 m -|- C0S3 m = 1, 
und diess ist das Kennzeichen dafür, dass die Punkte m in der durch die 
Endpunkte von a, ß und y gelegten Ebene sind. Daher wird 

Q = Aa + Bß + Gy 
bei variabelen A, B, C eine durch die Enden von a, ß^ und 7 gehende 
Ebene darstellen, wenn 

A+B+C=l 
ist, und A, B, C dabei lineare Functionen zweier Variabein sind. 
Allgemein ist 

^=.f,(t)« + f2(t)/5 + f3(t)y 
die Gleichung einer räumlichen Curve, die zu einer Geraden wird, wenn 

die Coefficienten von «, ß und y lineare Functionen von t sind, wie sich 

letzteres daraus ergiebt, .dass sich dann q auf die Form bringen lässt 

(^ = Pi(t)(>i+F2(t)^2i 
wo Qi und (>2, die zu t, und t2 gehörigen Vectoren der Curve sind. 

Dagegen ist 

^ = f,(t,u)a + f2(t,u)i3 + f3(t,u)7 
die Gleichung einer krummen Fläche, die zu einer Ebene wird, wenn die 
Coefficienten an a, ß und y lineare Functionen von t und u sind. 

So ist 

g = a + t(ß — a)-\-n{y — ß) 

die Gleichung der durch die Enden von a, ß und y gehenden Ebene. 

10. — Um die Verwendbarkeit der Lehren über die Addition und 
Subtraction von Vectoren zu zeigen, wollen wir mit ihrer Hilfe einige be- 
kannte geometrische Sätze herleiten. 

(1.) Um nachzuweisen, dass die Mittellinien aa,, bbu cq im Dreiecke 
a b c durch denselben Punkt gehen und einander so theilen, dass die Stücke 
sich verhalten wie 2:1, nehmen wir a als den Anfang der Vectoren «, ß 
und y an, welche beziehungsweise parallel und gleich zu den Dreiecks- 
seiten bc, QC und ab sind. Dann sind die Gleichungen von bbj, cq und 
aaj beziehungsweise 
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Q = r + 1(7- ^/»jJ) = (1 + t)r - ^/^tft 

(> == j3 + u ((9 - V27) = (1 + n)iJ - V8Ur, 
^ = x(iS+7). 
LÜ dem Schnittpunkte von bb] und cq ist 

(1 + t)7 - %tß = (1 + u) ^ - Va uy ; 
laher durch Gleichsetzung der Coefficienten von ß und 7 

l + t = — Vau, 

1+U=-V2t, 

wToraus t = u = — */8 folgt. 

Daher ist das q dieses Schnittpunktes 

i. h. es gehört der Schnittpunkt auch der dritten Mittellinie aa^ an und 
liegt in Vs von aa^, da j9 + 7^2aai ist. 

(2.) Um femer zu zeigen, dass die Winkelhalbirende im Scheitel a 
die Gegenseite bc im Verhältniss der anliegenden Seiten theilt, denken 
wir uns in der Eichtung ab einen Einheitsvector 7 und in der Bichtung 
ac einen Einheitsvector /5, dann ist 

Q=.x(ß-\-r) 

die Gleichung der Winkelhalbirenden in a, weil bei gleicher Länge von ß 

und 7 diese Gleichung die Diagonale eines Bhombus darstellt und also unsre 

Behauptimg richtig ist. Trifft die Winkelhalbirende die Seite bc in a', 

so ist der Vector 

oo' = t(^ + 7), 
aber auch 

aa' = ab + 6a' = ab + u(öc — ab) 

= C7-f u(bj9 — C7), 

wobei b und c die Masszahlen der Seiten ac und ab sind. Aus 

t(|5 + 7) = C7 + u(b^-C7) 

folgt durch Gleichsetzung der Coefficienten an ß und 7 

t = ub, 

t = c — uc, 
und hieraus 

c 

b + c 

Nun ist u die Theilzahl von bc für das Stück ba\ daher ist die 

Theilzahl für a'c gleich 

, b 

b + c 

Es ist also 

ha* : a'c = c : b, 

was zu beweisen war. 
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Das zur L^^sung solcher Aufgaben einzuschlagende Verfahren besteht Y(»r- 
wiegend darin, dass man zu demselben Punkte auf zwei verschiedenen 
Wegen zu gelangen sucht, d. h. den Yector des betreffenden: Punktes auf 
: zwei Arten mit Hilfe einiger Fundamentalvectoren ausdrückt, dann die so 
erhaltenen Ausdrücke einander gleich annimmt und endlich durch Gleieh- 
setzung der Coefßcienten derselben Yectoren zu dem verlangten Besultate 
zu kommen sucht. In vielen Fällen ist es dabei vortheilhaft , Einheits- 
vectoren anzunehmen, während in anderen Untersuchungen die Grund- 
vectoren bei verschiedener Länge zu einfachem Lösungen führen. 

11. — Auch der Untersuchung von Curven kann die Vectoren- 
methode vortheilhaft zu Grunde gelegt werden. 

Da der Vector q eines Punktes derselbe ist, wie der Kadiusvector der 
Polarcoordinaten , so lässt sich leicht eine Vectorengleichung einer Curve 
finden, d. h. eine Gleichung, wodurch der Vector eines beliebigen Curven- 
punktes ausgedrückt ist mit Hilfe von zwei oder drei constanten Vectoren, 
d. h. Vectoren von gegebener Länge und Eichtung, und mit Hilfe einer 
Variabein, wenn wir nur die Gleichung der Curve in irgend einem 
Punkt-Coordinatensysteme besitzen. Ist z. B. die Gleichung in rechtwinkligen 
Parallelcoordinaten gegeben, so haben wir nur x und y mit Hilfe einer Varia- 
bein und zweier in die Richtung der Axen fallenden Einheitsvectoren auszu- 
drücken, oder auch x und y selbst unmittelbar wie Masszahlen der in die Bichtung 
von a und ß fallenden Goordinaten als Goefficienten an a und ß einzuführen, 
und dann die Summe dieser Ausdrücke gleich q zu setzen. So ist z. B. 
unter Voraussetzung gleichlanger Vectoren « und ßy die rechtwinklig zu 
einander gerichtet sind, 

^ =r X a -f y |3, wenn x^ -|- 7^ = h oder 

^ = xa-f Vi — x2|9, 
oder endlich 

^ = a sin t -|- i^ cos t 

die Gleichung eines Kreises. 

Um aus der auf einen Durchmesser und die conjugirte Berührende 
bezogenen Gleichung der Parabel 

y2 = 2Px 

die Vectorengleichung dieser Curve zu finden, setzen wir 

X = a t2, 

wobei a die Bichtung eines Durchmessers^ ß die der zugehörigen Sehnen 
hat. Dadurch erhalten wir 

Q-^at^ + ßt, 
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r 

wobei vorausgesetzt ist, dass 

= 2P . 



a 

das Längenverhältniss von a zu jj bestimmt, wenn a und b die Tensoren 
von a und j3 sind. 

Ebenso ergiebt sich aus 

der Gleichung der Hyperbel bezogen auf die Asympoteten als Axen, 

c2 c2 

() = au-f--j— j3 = a. tangt-f -j-jJ. cott, 

wenn « und ^ gleiche Länge haben und in die Eichtungen der Asympoteten 
fallen. 

Die Gleichung einer Schraubenlinie ist 

^ = a cos t + 1^ sint -|- 7 1, 
wenn a, ^ und y drei gleichlange und zu einander senkrechte Vectoren 
sind, wie sich ergiebt, wenn man 

«cost + i^sint 
als den Vector einös Punktes des Basiskreises und 7t als die dritte Coor- 
dinate eines Punktes m der Schraubenlinie ansieht. 

Die Gleichung einer Kugelfläche ist 

^ = a cos 5 -j" 1^ ^^s )/ + 7 cos r, 
wenn f, 1/ und ^ die Winkel sind, welche ^ mit den Eichtungen der zu 
einander senkrechten Einheitsvectoren «, ^ und 7 bildet. 

12. — Ist für einen Punkt m 

die Vectorengleichung einer ebenen Curve, d. h. eine Gleichung von der 

Form 

^ = f,(t)a + f2(t)i3, 

so ist für einen zweiten Punkt mj derselben Curve 

' ^i=fi(ti)« + f2(t,)/J, 
und es ist 

^ = (^i-^ = «[fi(t,)-f,(t)] + ^[f,(t0-f2(t)] 
die Gleichung für den Vector m mj, d. h. der Sehne vom ersten zum 

zweiten Punkt' der Curve, resp. einer Parallelen dazu durch den Anfangs- 
punkt der Vectoren. Diese Gleichung lässt sich auch schreiben 
<T = a[f,(t+At)-f.(t)]+^[f,(t + At)-f2(t)] 

= [«f,'(t + <^At) + /*fa'(t + *At)].At, 

worin ^ einen ächten Bruch bezeichet. Ein beliebiger Punkt dieser Secante 
hat daher zum Vector tings dieser Secante 

<r = x. [af,'(t + <^ . At) + /»f2'(t + * • A% 

Unverzagt, Qaatemioneu. 10 
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und an der Grenze, wo die Secante zur Tangente wird, 

Nennen wir nun o^ den Vector des Berührungspunktes, so ist ffir 
einen beliebigen Punkt der Tangente, bezogen auf o als Anfang der 
Vectoren, 

p = ^,+(T = f(t,) + xf(t|) 

So ist für die Parabel, deren Vectorengleichung 

ist, die Gleichung der Tangente 

^ = at» 4- jJt + X (2 a 1 4- (3). 
Aus dieser Gleichung folgt, dass die Tangente durch den Endpunkt 

von 

at2 + j9t 

geht und parallel ist zu dem Yector 

oder auch zu 

tQ = 2at^ + ßt = at^ + at^ + ßt. 

In dem letzten Ausdrucke ist aber «t^ die Abscisse des Berührungs- 
punktes, während at^ + ßt der Vector desselben ist. Die Summe dieser 
beiden Ausdrücke führt daher zu einer Eichtung, die parallel der Diago- 
nale des Parallelogranimes aus der Abscisse und dem Vector des Be- 
rührungspunktes geht. Eine nähere Betrachtung der Figur lehrt dann 
aber einfach *die bekannte Eigenschaft, wonach in der Parabel die Sub- 
tangente gleich der doppelten Abscisse des Berührungspunktes ist.- 

Dieselbe Eigenschaft lässt sich auch daraus erkennen, dass, wenn wir in 
der Gleichung der Tangente x = — t setzen, 

Q =^ — a t? 

wird. Der hierzu gehörige Punkt liegt mithin auf der Abscissenaxe, da in 
dem Ausdrucke für sein q der Vector ß nicht vorkommt ; und es ist q über- 
diess gleich dem negativen Werthe der Abscisse. 

Aus der auf conjugirte Durchmesser bezogenen Gleichung der 
Ellipse b2x2 + a2y3 = a'«b^ 

finden wir , ^ i ^ ^ /^ ö- o 

a 
wenn a und ß Einheitsvectoren in den Eichtungen der conjugirten Durch- 
messer vorstellen. Die Gleichung der Tangente in einem Punkte der El- 
lipse ist daher 

, = x« + y^ + X(«-|-^^=^/?), 
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worin X jetzt eine Variable vorstellt, die zu den einzelnen Punkten der 
Tangente fuhrt. Es ist aber auch q darstellbar in der Form 

= xcK + yiJ.+ y(ya-px/?) 

= xa + y/? + Z(y«-pxiJ), 
wenn wir X:y = Z setzen, welches erlaubt ist, da y für jede einzelne 
Tangente eme Constante ist. 

Mit Hilfe dieses Ausdrucks lässt sich z. B. far die Ellipse der Satz 
beweisen, dass, wenn die Tangenten in den Punkten f, l, m einander in 
{|, Ij ntj, schneiden, dann die Gleichung besteht 
/ f Ij . l tn^ . ttt {| = { tit^ . nt If • l {] . 

Denn sind Xj , y^ ; x^^, y2 ; X3, j^ die Coordinaten der Berührungspunkte, 

so ist 

f = ömi^Xia+yii3-f ZiCy^a — pXi/3); 

es ist aber auch 

da nij auf den Tangenten in ! und in l liegt. 

Durch Gleichsetzung der Goefßcienten an a und ß finden wir hieraus 

. ii+Z,y, = X2 + Z2y2, 
Ji -pyiZj=y2 — pxjZ^. 
Durch Auflösen dieser Gleichungen nach Z^ und Z2 ergiebt sich 

Z| = — Z2. 
Bezeichnen wir die entsprechenden Zahl^ für die Punkte I| und Ij, mit 
X und T, so finden wir 

X| = — X2, 

Daher ist 

JLj X2 /i| ^^^ ~~" J^2 ^1 ^2* 

Nun ist aber 

Z| fittj 

Durch Aufstellung der entsprechenden Gleichungen für lf| : tm^. 
und mlj : mfi ergiebt sich unser Satz, dessen Giltigkeit für die Hy- 
perbel leicht aus deren Tangentengleichung 

^ = x« + y^ + Z(ya + pxiJ) 
sich ableiten lässt. 

Aus der Gleichung der Hyperbel bezogen auf ihre Asympoteten 

ci 

erhält man die Yectorengleichung 

10» 
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^ = ta + -|-, 

wobei das Längenverhältniss von a und ß bestimmt wird durch die 
Gleichung 

ab = Ta.TiJ==-^ 

'^ 4 • 

Dann ist die Gleichung der Berührenden 



^=t«+|+x(«-l-). 



Da hierin t eine Gonstante ist, nämlich der Werth dieser Yariabeln, i& 
in der Gleichung der Curve zum Berührungspunkte unsrer Tangente fuhrt, 
so kann man auch setzen 

= t.+l+z(u-|). 

Die Tangente geht mithin parallel zu t « j- , und da diese Ge- 
rade mit dem Vector t a + -f- i^d mit a und ß ein harmonisches Büschel 

bildet, dessen vierter Strahl der Diagonale des Parallelogrammes aus den 
Goordinaten des Berührungspunktes parallel geht, so ergiebt sich hieraus 
leicht die bekannte Gonstruction der Tangente mit Hilfe der Asymptoten, 
Sowie der Satz, dass die Subtangente auf der Asymptote gleich der Ab- 
scisse des Berührungspunktes ist. 

•12. — Aus der Vectorengleichung der Tangente lässt sich auch der 
barycentrische Ausdruck für die Punkte der Berührenden ableiten. 

Aus 
^ = f(t) + xr(t)=f,(t)« + f2(t)^ + x[f/(t)a + f2'(t)iJ] 
folgt 

om= K(t) + xf,'(t)] oa + [t,{t) + xf^'Ct)] ob, 
oder 

ni-o = P,(t)(a-o) + P2(t)(b-o), 

und hieraus 

m =^ Pi (t) a + PaCt) 6 + [1 — P^ (t) — P.^Ct)] o 

= fi(t)a + f2(t)b + [l-f,(t)-f2(t)]o 

+ x[f,'(t)a+ f,'(t)b - [f/(t) + f2'(t)]o]. 
Ersetzt man hierin o durch c, so ist 

m = P (t, a, b, c) + X P't (t, a, b, c) 

der barycentrische Ausdruck für einen Punkt der Tangente, welche im 
Punkte t die Gurve berührt. 



Die goniometrischen Quaternionen. — §. 44. 149 

So folgt aus der Gleichung des Kreises 

^ = asint + /Jcost 
lie Gleichung 

m = sin t . a + cos t . b + (1 — sin t — cos t) c 
-}- X [cos t . a — sin t . b + (sin t — cos t) c] 
als Ausdruck für einen Punkt der Tangente dieser Curve. 

13. — Um an einem Beispiele auch die Verwendung der Vectoren- 
methode bei der Untersuchung von Umhüllungscurven zu zeigen, wollen wir 
die Vectorengleichung der Curve suchen, welche von Geraden umhüllt ist 
die mit zwei schneidenden Geraden inhaltsgleiche Dreiecke bilden. 

Gesetzt die Fundamentalvectoren « und ß hätten ihren Anfang im 
Schnittpunkt der festen Geraden und fielen einzeln in die Richtungen der- 
selben. Dann können wir die von einer der umhüllenden Geraden (Tangenten) 

gebildeten Abschnitte mit ta und -r- ß bezeichnen, indem jetzt das Product 

dieser Abschnitte constant und gleich a . b ist, wenn a und b die Tensoren 
von a und ß sind. Die Gleichung einer solchen Tangente ist daher 

Die einer benachbarten Tangente ist dann 

Qi =1*1 « + Xi (j- — ti «J. 
Im Schnittpunkte beider Tangenten ist ^ = (^i, daher 

ta + ^(4- — taj = t, a + x, f^ — t, aj. 

Hieraus ergiebt sich durch Gleichsetzung der Coefficienten von a und 
der von ß 

U —^ X ü ^= t j -^ X J ü J y 
— — ^ 

T ■" tT ' 

und durch Elimination von X| 

t(i-x)=t,(i-4^). 

also 

_ t 

^~ t + tj • 
Mithin ist das q des Schnittpunktes 

^=t«+-tTtr(T-*«)- 

An der Grenze wird t, gleich t, der Schnittpunkt zum Berührungspunkt, 
und wir haben daher für ihn, d. h. für einen Punkt der gesuchten Um- 
hüUungscurve, 
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oder 






d. h. die Gleichung einer Hyperbel. 

So vielfach nun sich geometrische Besultate mit Benutzung der 
Yectorenmethode erzielen lassen, so mussten wir uns in den vorgeführten 
Beispielen doch stets auf solche beschränken, wobei nur Summen und 
Differenzen dieser mit einer Eichtung behafteten Strecken Forkonunen. 
Sollen auch Producte und Quotienten der Vectoren in Eechnung gezogen 
werden, so bedarf es der Theorie der Quaternionen , wozu wir nun über- 
gehen. 

§. 45. Definition der Quatemioneii. 

1. — Den Quotienten _ ß 

a 
der zwei von demselben Puncto ausgehenden Strecken oder coinitialen Vec- 
toren ß und a nennt Haiailton eine Quaternion. Eine solche Qua- 
temion ist abhängig von vier Stücken: 

1) Von dem absoluten LängenVerhältniss der Yectoren ß und a; 

2) von dem Winkel y, den ß nrit a bildet, und 

3) und 4) von den zwei Bestimmungsstücken der Stellung der 

Ebene, in welcher ß \mi a enthalten sind. 

Bezeichnen b und a die Zahlen, welche mit der Längeneinheit multi- 

plicirt die Längen von ß und a ergeben, so ist das absolute Längen ver- 

hältniss von ß zu a ausgedrückt durch b:a. Benutzen wir dagegen die 

in §. 44,1 gegebene Zerlegung eines Vectors in Tensor undVersor, so ist 

«.= Ta . Ua , 

ß=^Tß.nß, 
daher 

a Tä* 
In Bezug auf die Ebene aß handelt es sich nicht um die absolute 
Lage derselben, sondern nur una ihi^ Stellung, d. h. das was allen unter 
einander parallelen Ebenen gemein ist. Diese Stellung ist aber bestimmt 
durch die zwei Keile, welche eine Ebene mit zwei festen nicht parallelen 
Ebenen bildet, oder auch durch die Winkel, welche ein Loth auf die Ebene 
mit festen Axen macht. 
^ Es ist also die Quaternion 

ß 

q=— 

a 
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das Yerhältmss der Schenkel ß und u zu einander mit Berücksich- 
tigung der Grdsse des Winkels a § und der' Stellung der Ebene a ß. Den 
Winkel' « ß tmd die Ebene a ß werden wir oft kurz den Winkel und 
die Ebene der Quatemion selbst nennen. 

2. — Auf die Frage, wie in dem Quotienten 

« ■ 

die oben genannten drei Bestimmungsstücke berücksichtigt werden sollen, 
können wir hier bloss sagen, dass wir die Quaternionen 

,-X 

a 

und 

nur dann einander gleich setzen werden, wenn dieselben in Bezug auf die 

oben genannten Stücke übereinstimmen. Es muss also sein 

' ' -. D • ä = Dj i a^, 

oder 

Tß : Ta = Tft : Ta^ ; 
femer 

Winkel aß = Winkel a, /?„ 
und endlich 

Ebene aß || Ebene a^ ß^ . 

Diese Bedingungen werden erfüllt sein, wenn die Dreiecke, die a und 
ß, sowie a^ und ß^ zu homologen Seiten haben, ähnlich sind und in der- 
selben oder in parallelen Ebenen so liegen, dass die homologen Winkel 
von den einander entsprechenden Seiten durch Drehungen beschrieben 
werden, die in demselben Sinne erfolgen.« Erfolgen die Drehungen der 
gleichen Winkel in entgegengesetzten;! Sinne; während sonst alle Bedin- 
gungen zur Gleichheit der Quaternionen erfüllt sind, so gelangt man zu den 
später noch näher zu betrachtenden conjugirten Quaternionen. Weitere 
Beschränkungen als die genannten werden dagegen den Vectoren nicht 
auferlegt, damit q = q, sei. 

3. — Fallen « und ß in dieselbe Eichtung, so reducirt sich q auf 
eine gewöhnliche Zahl, Sealar genannt, weil dann « und ß gleichsam 
derselben Scala angehören. Dieser Sealar wird positiv oder negativ sein, 
je nachdem der Sinn der Bichtung von a und ß derselbe ist oder nicht. 
Ist dagegen die Eichtung von ß unter ein^n anderen Winkel als o oder 
a gegen die von « geneigt, so ist die Quatemion nicht ausdrückbar durch 
einen Sealar. Bezeichnen wir z. B. die von rechts nach links folgenden 
vier halben Diagonalen eines Quadrates mit a, /?, y, d, so sind die vier 
Quatemionen 
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einander gleich; den wirklichen Werth q derselben finden wir aber, wenn 
wir, unter Annahme der Giltigkeit der Gesetze der allgemeinen Arith- 
metik für diese Quotienten, 

7 ß 7 

^ p a a 

setzen. Nun sind zwar y und a zwei Yectoren von gleicher Länge, aber 
von entgegengesetzter Bichtung; mithin ist 7 : a = — 1, also 

q . q = q^ = - 11 

und daraus 

q = ±V^=n: = ±i. 

Derselbe Werth wird sich in allen Fällen ergeben, wo ß senkrecht zu a 
ist, nur wird V — 1 noch mit 

b ^ Tj? 

a "" T« 
multiplicirt sein, wenn die absolute Länge von ß nicht gleich der von a ist. 

Sind dagegen die Seiten, eines gleichseitigen Dreiecks als Vectoren 
mit a^, «2 und «3 bezeichnet, so sind alle Bedingungen zur Gleichheit der 
drei Quotienten 

«2 ^3 ^i 

«1 «2 «3 

erfüllt, und wir können setzen 

«2 "3 "1 



«1 «2 "3 
Das Product dieser drei Quatemionen ergiebt 

ÜL.-?^.-?^=q3 = i, 

«3 «2 «1 

und daraus 

q = vr 

Von den drei Werthen dieser Wurzel ist q = 1 offenbar hier nicht 
zulässig, da q kein Scalar ist. Es ist vielmehr 

q = i/a ± Vs V^=3: 

Die doppelten Zeichen, die sich in den beiden vorgeführten Beispielen 
finden, beziehen sich darauf , dass als Winkel der Glieder der Quatemion 
im ersten Fall V2 71 und Vi n , und im zweiten Falle Mz n und ^k n gelten 
können, je nachdem man den ersten Schenkel in dem einen oder in dem 
andern Sinne dreht, um den Winkel der Quaternion zu beschreiben. 

Den Werth 

q = 1/2 + 1/2 yiTs = Vä + V2 V3 . i 
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können wir auch dadurch finden, dass wir, mit Anwendung der im vorigen 
Paragraphen gelehrten Zerlegung der Yectoren, a2 auflösen in 

wobei ^ senkrecht zu «, und von gleicher Länge mit iÜm gedacht ist. 
Dann finden wir leicht für x und y die Werthe ^2 und V» j/3; daher ist 

^ ajj = i/aa^^i/2-j/3|j. 

Mithin ist jetzt 

-?^ = V2 + V2r/3-^, 

wenn wir annehmen, dass Division in eine Summe auch hier gleich der 
Division in die einzelnen JPosten ist. Der Quotient /?:«!, dessen Glieder 
zwar gleiche Länge haben, die aber senkrecht zu einander stehen, ist nach 
den obenstehenden Betrachtungen gleich i, mithin 

-^= V2 + V2i/3.i. 

4. — Die vorstehenden Beispiele werden ausreichen, um den Begriff 
der Quatemion zu erläutern. Dass wir dabei die Ebene der Quatemion 
nicht berücksichtigten, war nur deshalb zulässig, weil alle benutzten Qua- 
temionen derselben Ebene angehörten. 

Zu unrichtigen Eesultaten würden wir dagegen gelangen, wollten wir 
z. B. Quatemionen bUden aus den Kanten eines regulären Tetraeders und 
dabei annehmen, dass je zwei schneidende Kanten durch Division der einen durch 
die andre zu gleichen Quatemionen führten , weil die Kanten gleiche Länge 
haben und gleiche Winkel mit einander bilden. Diess würde desshalb 
ungenau sein, weil die so gebildeten Quatemionen, zum Theil wenigstens, 
verschiedenen Ebenen angehören. 



§. 46. Zerlegung einer Quatemion in ein Product. 

1. — Wenn dem geometrischen Quotienten zweier Yectoren ähnliche 
Eigenschaften zukommen sollen, wie dem algebraischen, so müssen wir 
vor allen Dingen fordern, d. h. durch Definition feststellen, dass 

q.a = — .a = Ä 

a 

ist. Die Quatemion q bewirkt also, dass der Vector a durch Multipli- 
cation mit q übergeführt wird in den Vector jJ, und zwar nach Grösse 
imd Bichtung. Hierzu gehört aber zweierlei: es muss zuerst die Länge 
a von a verwandelt werden in die Länge b von jS, d. h. es muss « ent- 
weder gestreckt oder verkürzt werden, bis es die Länge von ß erreicht 
hat; ausserdem muss aber auch eine Drehung erfolgen, bis das gestreckte 
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u in die Bichtung Ton ß ftllt. Der Factor q, der dieses bewirkt, kami 
daher aus zwei Factoren bestehend gedacht werden, von welchen der dne 

— der Strecker oder Tensor — die Längenänderimg, der zweite — 
der Dreher oder Versor — die Richtungsänderung bewirkt. Bezeich- 
net man nun den Tensor mit 

Tq, 
den Versor mit 

Uq, 

so ist 

q = -^ = Tq.Uq = Uq.Tq, 

da es einerlei ist, welche von beiden Operationen zuerst Torgenommen 
wird. Es ist also jetzt 

ß = Tq . Uq . a ; 

hierin ist Tq = Tj? : Ta das absolute Längenverhältniss von ß zu a, nach 
Hamilton eine absolute Zahl, während üq einen Factor darstellt, der 
eine damit multiplicirte Strecke um den Winkel a ß dreht. 

Dass nicht bloss der Vector a um den Winkel a ß gedreht wird durch 
Multiplication mit TJq, sondern auch jede andre in der Ebene aß befind- 
liche Strecke y, wenn dieselbe mit q multiplicirt wird, geht daraus hervor, 
dass 

— A — 1. 

a y 

gesetzt werden kann, wenn nur der letzte Quotient die zur Gleichung mit 

— nöthigen Bedingungen (vergL §. 45, 2) erfüllt. Es ist daher auch 
et 

7 
und damit die Behauptung bewiesen, dass q ein Operator ist, der einen 

Vector in der Ebene der Quatemion durch Multiplication dreht um den 

Winkel der Quatemion und zugleich im Verhältniss des Tensors Tq streckt 

oder verkürzt. 

Sind a und ß längengleich, so reducirt sich 

auf den Versor Uq. Haben dagegen a und ß einerlei Bichtung, so ist 

q==— = Tq 
a 

eine reelle Zahl, ein Scalar. 

Durch Multiplication eines Vectors mit einem Versor wird derselbe 
nur gedreht, durch Multiplication mit einem Tensor nur gestreckt 
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Aus dem Vorstehenden ergiebt sich auch die Berechtigung zu den 
Bezeichnungen Ta und Ua. Es dient nämlich Ta zur Angabe der abso- 
luten Länge a des Vectors a ohne Rücksicht auf die Richtung, und Ua 
bestimmt eine Längeneinheit in der Richtung von «. Daher eliminirt Ta 
aus dem Vector « die Richtung, während üa den Vector seiner Grösse 
entkleidet. Ein beliebiger Vector (a wird mithin durch Multiplication mit 
Ta nur in seiner Länge geändert im Verhältniss von a : 1, während eine 
richtungslose Strecke r mit Ua multiplicirt ohne Grössenänderung dadurch 
in die Richtung von a gebracht wird. 



§. 47. Die Rechnung mit Quatemionen. 

1. — Jede Verbindung zweier Quaternionen durch eine der Grund- 
rechnungsarten führt wieder zu einer Quaternion als Resultat der Rech- 
nung, wie wir im Folgenden nachweisen wollen. 

Um zwei Quaternionen 

qo = — 

zu addiren , denken wir uns dieselben auf denselben Nenner gebracht. 
Diess kann immer dadurch geschehen, dass wir in der Durchschnittslinie 
der Ebenen a^ und ^^d, eine Strecke ^ annehmen, und hierzu ^y und \ so 
bestimmen, dass 

/? : a = ft : ^, 

während zugleich j5, in der Ebene «/?, \ in der Ebene 7 5 liegt, Voraus^ 
Setzungen, ohne weiche die vorstehenden Vectoren-Proportionen gar nicht 
giltig oder möglich wären. Dann ist 

qi±q2 = — ± — == — ± — = ^^ t 

a 7 [i fjL fi 

wenn wir das distributive Princip, d. h. hier den Satz über die Addition 
von Quotienten mit gleichen Divisoren, in dieser Form als auch für Qua- 
ternionen richtig annehmen. Es ist also die Summe erder Differenz zweier 
Quaternionen wieder eine Quaternion, indem ß^ ± öj sich in einen mit ^ 
coinitialen Vector v zusammmensetzen lassen, der durch jm dividirt die 
verlangte Quaternion ergiebt. 

2. — Dass auch das Product und der Quotient zweier Quaternionen 
wieder zu Quaternionen führen, ist leicht nachweisbar. Da nach (L) 
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qi : 


Cb = 


ßi 


• • 



Von dem rechts stehenden Doppelquotienten dürfen wir aber anneh- 

men, dass er in üebereinstimmung mit den Lehren der allgemeinen Arith- 

methik gleich 

ßi : ^u 
d. h. wieder eine Qnatemion ist. 

Setzen wir schliesslich 

a-£-K 

— A — 

wo ♦ ein in der Durchschnittslinie der Ebenen von q^ und q^ gelegener 
Vector ist , während ßi und y^ . in den Ebenen « ß und y d liegen , so 
haben wir 

d. h. auch das Product zweier Quatemionen ist wieder eine Quatemion. 

3. — So einfach nun auch die vorstehenden Besültate der Bech- 
nungen mit Quatemionen sind, so knüpfk sich doch an das Product 
zweier Quatemionen eine Eigenthümlichkeit der Operationen mit diesen Zahl- 
gebilden, wodurch ein einschneidender Unterschied zwischen der Eechnung 
mit ihnen und den in den Elementen der allgemeinen Arithmethik be- 
nutzten Zahlen hervorgerufen wird« Während nänilich fast alle Gesetze 
der allgemeinen Arithmetik auch bei der Bechnung mit Quatemionen 
giltig bleiben, fahrt die weitere Untersuchung und namentlich die An- 
wendungen dieses neuen Zweiges def Arithmetik darauf, dass das Gesetz 
der Commutativität , d. h. der Vertauschbarkeit der Pactoren eines Pro- 
ductes nicht mehr allgemein giltig ist for das Product zweier Quater- 
nlonen. Es ist mit anderen Worten qj q2 nicht immer gleich q2qi- So 
merkwürdig diess for den ersten Augenblick auch erscheinen mag, und 
wie grosse Schwierigkeit es auch dem ErlGüider der Quatemionen B. Hamilton 
gemacht, bis er zur Erkenntniss dieses Principes durchgedrungen, so 
müssen wir dasselbe doch hier annehmen und es den femeren Entwick- 
lungen überlassen, dem Satz sein Befremdendes zu nehmen und uns 
schliesslich auf den Standpunkt zu bringen, dass wir dieses Prindp als 
richtig und nothwendig erkennen. Diese Einsicht wird sich leicht 
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ergeben, wenn wir nur festhalten, dass mit einer Quatemion multipliciren 
nicht bloss vergrössem oder verkleinern, sondern auch um einen gewissen 
"Winkel drehen heisst. Dass der Grösse nach q^ q^ dasselbe ist wie q^ q, 
werden wir finden. Dass aber eine Drehung, die durch Multiplication mit 
q^ bewirkt wird, nicht nothwendig dasselbe ergeben muss, wie eine Drehung, 
die durch q2 hervorgerufen wird, zumal diese Drehungen in verschiedenen 
Ebenen stattfinden, bedarf keines Beweises. Die ganze Schwierigkeit wird 
nur dadurch veranlasst, dass wir das Zeichen der Multiplication benutzen 
für eine Operation, die zugleich eine Multiplication und eine Drehung in 
sich schliesst, für die also die alten Gesetze gar nicht zu gelten brauchen, 
und in der That nicht alle gelten. 

4. — Indem wir nun also q^ q2 nicht allgemein gleich q2 qi anneh- 
men, so fragt es sich, wie man diess formell zum Ausdruck bringen soll. 
Man kann zu dem Zwecke mit Hamilton festsetzen, dass in 

qi q2 

immer der rechts stehende Factor durch den linken, oder dass der links 
stehende in den rechts stehenden multiplicirt wird, und den rechts stehen- 
den Multiplicandus, den links stehenden Multiplicator nennen. 
Wenn femer 

^* ~ T "" . ' 

ö V 

q2 = 



r 71 

wobei ft, 7i und v die in (2.) dieses Paragraphen gegebene Bedeutung 
haben, so ist 

qiq2=-^ • — = ^^. 

Damit man nun nicht auch 

V ßi ßi 

q^ • qi = — . XL = iii- 
71 «' • ri 

setzt, muss man eine Bestimmung darüber treflfen, in welchem von diesen 
beiden Fällen ft : y^ das Product der beiden Quaternionen bezeichnen soll. 
Hamilton hat zu diesem' Zwecke festgestellt, d. h. angenommen, dass 
nur der Nenner des Multiplicators sich gegen den Zähler des Multipli- 
canden herausheben könne, dass also allgemein 

ß. ±-L 

a y y 

nicht aber dass 

• — , 

y a y 

eine Regel, die man nach Eella-nd leicht sich merken kann, wenn man 
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festhält, dass bei gleichen Werthen Zähler und Nenner zweier als Facioren 
aufeinander folgenden Quaternionen sich nur dann tilgen, wenn dieselben 
durch einen Strich ausgestrichen werden können, der in der Neigung der 
gewöhnlichen Schrift gefohrt wird. 

Wir setzen also in Zukunft voraus, dass allgemein q^ qj nicht gleich 
qjqi ist. Ausnahmen finden sich bloss, wenn q, und qj in derselben 
Ebene sind, indem fär diesen Fall es allerdings einerlei ist, ob ein Vector 
dieser Ebene erst um den einen und dann um den andern Winkel gedreht 
wird, oder, ob diese Drehungen in demselben Sinne jaber in geänderter 
Folge eintreten. 

AB eine Folgerung aus dieser Nichtvertauschbarkeit der Factor« 
nehmen wir also an, dass nur 

ß a ß 



Für 

r ' a 
haben wir im Allgemeinen keine Vereinfachung anzubringen. 

5. — Unter Voraussetzung des letzten Satzes lässt sich nun auch 
an einer Figur leicht die Verschiedenheit der Resultate von q^ qj und 
q^q, zeigen. 

Es seien in Fig. 20 (worin b| durch Cj zu ersetzen ist) o a , ob und 
oc drei Einheitsvectoren, die im Baume von o aus gezogen sind, und es sei 



qi = 



ob^ 
oa 



dann ist 



q2qi = 



oc 
ob 



q2 = 



_ob 
oa 



oc 
ob" 



oc 
oa 



Denken wir uns nun oa^ und oC] in den Ebenen 
a b und o b c so gezogen, dass Winkel a o b = b o a| 
und Winkel b o c = Cj o b ist, so ist auch, wenn wir 
die Vectorenlängen wieder gleich der Einheit sein 
lassen. 




Daher haben wir 



^i^2 



oa« 




ob • 

*^ oq • 




ai ob 


OOi 



ob 



Kg. 20. 



OCt 



oq 



Die goniometrischen Quatemionen. ■— §. 47. 159 

Die Quaternionen 



sind aber im Allgemeinen nicht einander gleich, obschon ihre Winkel und 
auch ihre Tensoren gleich sind, indem diese Quatemionen in verschiedenen 
Ebenen liegen, wenn q, und qj selbst verschiedene Ebenen haben. Für 
den Fall, dass q^ und q2 rechtwinklige Quaternionen sind in verschie- 
denen Ebenen, d. h. Quaternionen, deren Dividend und Divisor zu ein- 
ander senkrechte Vectoren sind, für diesen Fall liegen freilich die Vectoren 
a und o c mit o a^ und o q in einem Hauptkreis einer um o beschriebenen 
Kugelfläche, also in einer Ebene ; aber eine genauere Betrachtung der Figur 
ergiebt dann, dass der Winkel aoc, der Winkel von q2qi, ^^^ CjOai, 
der Winkel von q, q2, entgegengesetzte Drehung haben, dass die Quatemionen 
also wieder nicht einander gleich sind. 

Nur wenn die Quatemionen q^ und q^ derselben oder parallelen 
Ebenen angehören, ist q^ qj = q2 Qi . 

Man sieht diess z. B. dadurch, dass man die Vectoren oa, ob, oc 
der Fig. 20 in einer Ebene annimmt, die Construction von a^ und Ci wie 
oben ausführt und schliesslich als Producte findet oc : oa und oa^ : oc^, 
Quotienten, die aber jetzt als derselben Ebene angehörig bei Gleichheit 
der Vectoren und der Grösse und Drehjmg der Winkel zu gleichen Ver- 
soren oder Quaternionen führen. 

Wenn in dem Vorstehenden der Nachweis, dass das Resultat von 
q, q2 nicht allgemein gleich dem von qjq^ ist, unter Voraussetzung von 
gleichlangen Vectoren geführt wurde, d. h. eigentlich nur für Versoren, 
so ist derselbe leicht auch allgemein zu machen. Es ist nämlich 

qi q2-= Tqi . Uq, . Tq^ . Uqg = Tq^ . Tq^ . Uq, . Uq^, 
während 

q2 qi = Tq2 . Uq2 . Tg^ . Uq^ = Tqj . Tq^ . Uqg . Uq^ 

ist, wo die Ungleichheit der rechten Seiten offenbar ist. Wenn wir dabei 
Versoren und Tensoren als commutative Factoren ansehen, so geschieht 
diess, weil die durch diese Factoren angedeuteten Operationen des Drehens 
und Streckens bis jetzt als vertauschbar gelten. 

6. — Nachdem wir so die Nichtgiltigkeit des commutativen Prin- 
cipes bei der Multiplication von Quaternionen theils durch Definition fest- 
gestöllt, theils bewiesen haben, fragt es sich, wie es mit den beiden an- 
deren Principien steht, die bei der Rechnung mit algebraischen Ausdrücken 
angenommen werden, wir meinen das distributive Princip, 
wonadi z. B. 

(a + b) (c-f d) == ac-f bc + ad + cd 
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ist, sowie das asseciative Gesetz, wonach 

(ab)c = a(bc) 
ist. Beide sind von Hamilton als for Quaternionen auch gütig be- 
wiesen worden, das erstere freilich mit Annahme seiner Giltigkeit für den 
einfachen Fall, Ton dem wir ja auch schon Gebrauch gemacht, dass 

i. + x = „-^+„-v 

Wir werden Yorläufig mit Kell and das distributive Princip als 
giltig annehmen und dann später mit Hilfe desselben einen Beweis ftlr 
das associative Princip führen, obschon wir mit dem genannten Edin- 
burger Professor beide durch Definition für die Kechnung mit Quater- 
nionen feststellen könnten, da es keine Gründe giebt, die gegen die Bich- 
tigkeit dieser Principien auf dem Gebiete der Quaternionen sprechen. 



§. 48. Die Elementarqnatemionen. 

1. — Unter den Quaternionen kommt denjenigen, deren Winkel ein 
rechter ist, eine eigenthümliche Wichtigkeit zu. Eine solche Quatemion 
kann man eine rechte oder eine rechtwinklige nennen, und ihren Versor 
einen rechten oder Quadranten -Versor. Da es uns gelingen wird, jede 
Quatemion mit Hilfe dreier solcher rechtwinkligen Quaternionen darzu- 
stellen, so kann man diese Quotienten auch als die Elemente der übrigen 
Quaternionen betrachten ; wir werden sie - daher auch Elementar- 
quaternionen und ihre Versoren Elementarversoren heissen, und 
beide ^ wenn keine Verwechselung möglich, oft kurz Elementaren 
nennen. 

Der algebraische Ausdruck für einen Elementarversor ist V — 1, wie 
durch folgende Betrachtung klar wird. Sei v eine solche Elementare, und 
a ein Vector in der Ebene derselben. Dann ist v.a ein zu « senkrechter 
Vector ß von gleicher Länge wie «,. und v.jS ist ein dritter zu ß wieder 
senkrechter Vector y. Da diese beiden Drehungen in der Ebene von v 
erfolgen, so weicht y um zwei Eechte von a ab, mit dem es übrigens 
gleiche Länge hat. Es ist daher y == — «. Wir haben also 

y = V/3 = VVa = v2a = — «. 

Dasselbe Eesultat hätten wir aber auch erhalten, wenn wir a mit 
(l/ — 1)^ multiplicirt hätten, indem 

a(V^2^=a(— 1)= - a 

ist. Wir dürfen daher \/ — 1 als eine Art Werth für eineu Elementar- 
versor ansehen. Dass wir aber nun nicht diese Versoren mit V~"l ^ 



Die goniometrischen Quaternionen. — §. 48. 161 

zeichnen, hat seinen Grund darin, dass man diesem Symbole nicht ansieht, 
in welcher Ebene die durch den Versor bewirkte Drehung erfolgen soll, 
wol auch meinen könnte, alle Elementarversoren seien unter einander 
gleich. Es findet allerdings Gleichheit unter ihnen statt in Bezug auf 
die Grösse der Drehung, die für alle einen rechten Winkel beträgt; da- 
gegen kann diese Drehung in verschiedenen Ebenen und in verschiedenem 
Sinne erfolgen. Wir ziehen daher vor, \/ — 1 durch das bekannte i zu er- 
setzen, dem nun freilich gar nichts Imaginäres mehr anhaftet. 

Es ist dasselbe vielmehr ein Operationssymbol, welches bei zwei- 
maliger Anwendung als Factor die Richtung eines Vectors umdreht oder 
in die entgegengesetzte verwandelt, dessen Wirkung als einfacher Factor 
daher in einer Drehung um einen Rechten in einer gewissen Ebene besteht. 

Um dann anzudeuten, da^s um verschiedene Axen oder in verschie- 
denen Ebenen eine Drehung um einen Rechten erfolgen soll, bezeichnen 
wir die Quadratwurzeln aus — 1 mit ij, i2, i^ etc. In der Theorie der 
Quaternionen kommt daher V— 1 eine unendliche Anzahl von Werthen zu. 

Auch an einer Figur ist die vorstehende Erörterung leicht klar ge- 
macht. Denken wir uns auf oa den Vector ob senkrecht und in der 
Ebene aob den Yector oc senkrecht auf ob, so jedoch, dass oa und oc 
auf entgegengesetzten Seiten von ob liegen, während die drei Vectoren 
von gleicher Länge sind; dann ist 

*_ job^ _ _oc_ 
~ ~öä "~ ob ' 
daher ^ _ _oc^ ob_ _ _o^ ^ _ - 

"^ ob * oa "~ oa ~~ ' ^ 

weil c = — a ist. Es ist daher v = V— 1 = i. Da aber o b in un- 
endlich viel Ebenen senkrecht zu oa sein kann, so ist i als Elementare 
vieldeutig, und es wird nöthig, diese verschiedenen Werthe etwa durch 
ij, ij etc. zu unterscheiden, je nach der Ebene, in denen oa und ob liegen. 

2. - Bezeichnen wir die Einheitskanten einer rechten Ecke mit 

oa, ob, oc, 
und die negativen Verlängerungen derselben über o hinaus von der Längen- 
einheit mit 

oa^, obj, OC}, 

wobei wir uns oa, ob und oc mit der positiven x, y und zAxe eines 
rechtwinkligen räumlichen Goordinatensystems zusammenfallend denken 
können, so giebt es ein System von Elementaren 

. _ oc • _ ^^ • _ ^^ 

'^ - TF ' ^2 ~ "öc" ' '3 ~ "ÖT ' 

welche folgenden Gleichungen genügen. Es ist 

.. . .. « .. . 
ij 1^ = I3, ij I3 = ii, I3 ii = I2, 

Unverzagt, Qaatenüonen. 11 
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ist. Endlich haben wir noch 


h. 


Der Beweis 
folgendermassen. 


für die Sichtigkeit dieser Beziehungen ergiebt sich 
Es ist 

. oc ob, 
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dass . . _ _oc^ _ob^ _ ^^ _ 1 _ 

^ ^ ~ ~öb ' "öä" "" "öö" "" 1^ ^* 

Aus ijij = ia 

und - ij = ig 

folgt durch Multiplication der zweiten Gleichung durch die erste 

• • • • n « 

1, I2I3 = I32 = - 1. 

Die letzte Gleichung kann benutzt werden zum Nachweis des associa- 
tiven Principes für das Pi-oduct ij i2 i^. Es ist nämlich 

(1112)13 = 1313 = — !; 
es ist aber auch 

ii(i2i3) = iiii = — I1 
nuthm 

(ii 12) 13 = ii (12 13)- 
Unter Zuziehung dieses Principes kann man aber aus dem Gleichungs- 
systeme 

ii^ = i2^ = i3^ = iii2i3 = -l 
alle anderen obigen Gleichungen ableiten. So ist z. B. 

1| I2 :^ ll I2 «13^== ll I2 I3 • I3 = I3 t 

und 

12 ll = 12 . 12 13 = 12' 13 = "" 13- 
Endlich ist 

131211 = (1312)11 = — iiii = + 1. 
Den Elementaren ij, ig und 13 kommt darum eine besondere Wichtig- 
keit zu, weil es uns gelingen wird, mit ihrer Hilfe eine jede Quatemion 
als einen viergliedrigen Ausdruck darzustellen in der Gestalt 

q = w + i,x + i2y + i3Z. 

3. — Es sind übrigens die oben stehenden von Hamilton zuerst 
aufgestellten Beziehungen nur besondere Fälle von den allgemeinen Gleichun- 
gen, die man erhält, wenn man in einer beliebigen dreiseitigen Ecke, mit 

den Einheitsvectoren 

oa, ob und oc 

als Kanten, die Yersoren 

oc oa 06 

ob ' -oc ' oa 

bezüglich mit 

• • • 

J11 J21 J3 
bezeichnet. Dann ist 

. . _ ob oa _ ob 1^ 

J3J2— oa * oc ~ oc ~ ji ' 
daher 

J3J2J1 = 1- 
Ebenso findet man 

. . __ oa oc _ oa _ Jl^ 

^^^1 ""öc" • ob ~ ob ~ J3' 

11* 
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oder jj j, J3 = 1, 

und endlich auf demselben Wege 

Aus diesen allgemeinen Yersorenbeziehungen ergeben sich als beson- 
dere Fälle 

^3 ^2 ^1 = 1» ^2 ^1 ^3 =^ ^> ^1 h h — ^' 

die man aber auch leicht mit Hilfe der in (2.) gegebenen Grrandformehi 
direct herleiten kann. 

Den vorstehenden Producten lässt sich ein einfacher geometrischer 
Ausdruck unterlegen. Betrachten wir auf der mit der Einheit als Badins 
um beschriebenen Eugel die Bogen a6, bc und ca als Bepräsentanten 
der Versoren J3, j^ und jj, so lässt sich das Product 

auch ausdrücken durch J' j, = Jt"' 

ab . ca = cb, 
d. h. das Product zweier Seiten im sphärischen Dreiecke ist gleich der 
dritten Seite, ein Satz, den Hamilton mehrfach verwendet zur Veran- 
schaulichung von Eigenschaften der Versoren. 

Als algebraischen Ausdruck für einen solche Versor j lässt sich, 
wenn X der Winkel desselben ist, allgemein 

_^ 

(-1)^ 
nachweisen. 

Denn ist X = — , so lässt sich n in n gleiche Winkel zerlegen, wenn 

n eine ganze positive Zahl ist. Seien nun oa, obj, ob^ ... obn die auf- 
einanderfolgenden Schenkel der nTheilwinkel von tt, so ist 

. _ obj _ oba _ obn 



oa obi obn-i ' 

daher 

in _ '^^n Obn~l Obj _ bn _ 

obn-1 obn-2 oa oa ' 

da obn = — oa ist. Daher ist 

j = (-l)^=(-l)-. 
Die Ausdehnung dieser Formel auf gebrochene und irrationale Werthe 
von n = TT : A bietet keine grossen Schwierigkeiten. 



§. 49. Theorie der Indices der Quaternionen. 

1. — Ein auf der Ebene einer Quatemion, d. h. auf der durch « 
und ß besthnmten Ebene errichteter senkrechter Strahl heisst die Aie 
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der Quatemion. Man kann sich dieselbe im Anfangspunkte von a und ^ 
angebracht denken und zwar auf der positiven Seite der Ebene aj5, 
d. h. auf der Seite, von wo aus ein auf der Ebene stehender Beobachter 
die Drehung des Schenkels a nach ^ zur Beschreibung des Winkels a^ 
in der Normalrichtung, nämlich in der Richtung der Zeiger einer Uhr, 
vor sich gehen sieht. Anstatt die Axe unbegrenzt zu lassen, kann man 
derselben eine Länge geben, welche sich zur Längeneinheit verhält wie 
b zu a, deren Länge mithin so viel Einheiten beträgt, als der Tensor der 
Quatemionen angiebt. Eine solche auf der positiven Seite der Ebene im 
Scheitel des Winkels a ß errichtete Senkrechte von der angegebenen Länge 
heisst der Index der Quaternion. Durch Zeichen lässt sich diess so 
ausdrücken. Es ist 

Tlq = Tq. 
Es bedeutet nämlich das Zeichen T die absolute Zahl oder Grösse, 
die dem Index zukommt, und diese soll gleich der Zahl sein, die wir 
den Tensor der Quaternion nannten , nämlich gleich b : a oder Tß :Ta. 
Der Tensor des Index ist also gleich dem Tensor der Quaternion. Dass 
wir nicht sagen, der Index sei gleich dem Tensor der Quaternion , hat 
seine Berechtigung. Zum Wesen des Index gehört nämlich nicht bloss 
die Grösse desselben, sondern auch seine Bichtung; er ist ja ein Yector, 
d. h. eine Strecke mit einer gewissen Richtung. 

2. — Der Index einer Quaternion bestimmt die Stellung der Ebene 
der Quatemion und überdiess ihren Tensor, sowie den Sinn der Drehung 
des Vectors a, um den Winkel aß zu beschreiben. Zur vollständigen 
Charakterisirung der Quatemion fehlt nur noch eine Angabe über die 
Grösse des Winkels derselben. Da aber ein Vector zu seiner vollständigen 
Bestimmung nur Angabe seiner Grösse, seiner Richtung und des Sinnes 
bedarf, in welchem er durchlaufen wird, so sehen wir, dass der einfache 
Index nicht ausreicht, um eine beliebige Quaternion unzweideutig darzu- 
stellen. Lassen wir jedoch eines der Elemente der Quaternion kus dem 
Spiel, indem wir etwa nur geometrische Quotienten ins Auge fassen, bei 
welchen dieses Element dasselbe ist, so kann der Index als Vertreter die- 
ser Art Quatemionen dienen. Als solches für die Quatemionen gleich 
anzunehmende Element empfiehlt sich der Winkel. Dabei ist es einerlei, 
welchen Winkel man als Normalwinkel festsetzt. Hamilton hat den 
rechten Winkel gewählt. Für r echtwinklige Quatemionen, d. h. für Ele- 
mentaren, ist der Index vollständig ausreichend, um die Quaternion zu 
bestimmen. Die Richtung und der Sinn des Indexvectors bezeichnen die 
Stellung der Ebene und ihre positive Seite, und das Yerhältniss des Index 
zur Längeneinheit giebt den Tensor der Quaternion an, deren Winkel 
gleich Va^r ist nach der Voraussetzung. 
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3. — Für Elementaren lassen sich nun leicht folgende Sätze auf- 
stellen. 

(I.) Zu gleichen Elementaren gehören (nach Grösse und Bichtung) 
gleiche Indices, und umgekehrt, Sätze, die sich sofort aus der Definition 
des Index einer Quatemion und aus dem Satze über die Aequivalenz gleich 
gerichteter Strecken von gleicher Länge ergeben. 

(IL) Die Summe der Indices zweier Elementaren ist gleich dem Index 
der Smnme dieser Quatemionen, d. h. in Zeichen 

Iq, +Iqa = I(q^ + q2). 

Die Bichtigkeit dieses Satzes lässt sich leicht durch eine Constructiofl 
nachweisen. Gesetzt^ nämlich die Elementaren q, und q2 seien 

ß d 

qi = — ; qa = — • 

a 7 

Nehmen wir dann in der Schnittlinie der Ebenen aß und yd eine Strecke 

fji gleich der Längeneinheit, und ß^ und d^, so dass 

wodurch schon von selbst nöthig, dass ß^ und d^ in den Ebenen aß resp. 
yd liegen, dann ist 

ßi ^ 

qi = — » q2 = — . 

Da die Divisoren hierin gleich der Längeneinheit , so ist Index von 
qi der Länge nach gleich |?i, und Index von q, längengleich mit d^j oder 
in Zeichen 

TIqi=Tft, TIq2 = Tai, 

Um nun qi + q^ zu finden, bilden wir, da 

qi + qa = ^^Z 

ist, die geometrische Summe von ß^ -|~ ^i- ^^ femer Iq^ und Iqj senk- 
recht sind auf ß^ resp. d^ und zugleich mit ß^ und d^ senkrecht auf ju, so 
liegen ß^^ d^, Iqi, Iq2 in einer Ebene, und Iq^ bildet mit Iq.^ denselben 
Winkel wie ßi mit 8^. Es ist daher Iqi + Iq2 an Grösse gleich 
Tft + Tdj , und auch senkrecht auf ft + ^i, wie sich aus der Betrachtung 
der congruenten Dreiecke ergiebt. Mithin ist 

Iqi + iq2 = i(qi + q2)- 

Auf dieselbe Art lässt sich nachweisen, dass 

Iqi — iq2 = i(qi -q2)- 

(in.) Da I q^ und I q2 mit ß^ und 8^ in einer Ebene liegen, so lässt 
sich leicht zeigen, dass 

qj : qj = ^ ; -1 = £L = Iq, : Iq^, 
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indem Iq^ und Iqj dieselben Längen haben wie die Vectoren ßi und d^, 
und weil auch der Winkel zwischen 'den beiden Indices gleich dem Win- 
kel ft d| ist. 

4. — Welcher Zusammenhang findet sich aber zwischen dem Pro- 
ducte zweier Elementaren und dem Producte ihrer Indices? Diese Frage 
fuhrt auf die andre Frage, nach der Bedeutung des Productes zweier 
Vectoren. Wir haben bis jetzt die Summe, die Differenz und den Quo- 
tienten von zwei Vectoren betrachtet; die Verbindung solcher Strecken zu 
Producten haben wir dagegen noch nicht untersucht. Um für dieses Pro- 
duct ein Eesultat zu erlangen, definirt Hamilton geradezu das Product 
der Indices zweier Elementaren als gleich dem Product der zugehörigen 
Elementaren selbst, d. h. 

mit anderen Worten, um das Product zweier Vectoren « und ß zu finden, 
suchen wir die Elementaren, wovon « und ß die Indices sind, multiplici- 
ren diese mit einander und betrachten ihr Product als das Product der 
Vectoren « und ß. 

5. — Nachdem wir so für rechte Quaternionen oder Elementaren die 
Bichtigkeit von 

Iqi ± Iq2 = I (qi ± ^2) 
Iqi : Iq^ = qi : q^ 

nachgewiesen, und nachdem wir durch Definition festgestellt, dass 

Iq, . Iqj = q, . qj, 

da drängt sich die Möglichkeit einer Identificirung der Elementaren mit 
ihren Indices auf. Es geschieht diess dadurch, dass wir den Quotienten 
zweier ^u einander rechtwinkligen Vectoren gleich dem Index dieser Ele- 
mentaren setzen, und umgekehrt, dass wir einen Vector fi als Factor gleich 
setzen der Elementaren, wovon ft der Index ist. In Zeichen wird man 
diess ausdrücken durch 

fi = nVi 

indem man nach dem Vorgang der Engländer, wenn 

Iq = ^, 
q = I-V 
setzt. Im Anschluss an die in deutschen Werken gebräuchliche Bezeich- 
nung, wonach der englische Ausdruck sin-^ x gleich arc sin x ist, könnte man 
auch schreiben als ümkehrung der Gleichung 

Iq = ^, 
q==QI(=^) = QI^, 

wenn wir mit Q einmal die Operation der Quatemionenbildung bezeichnen. 
Die Gleichung liesse sich lesen: q ist gleich Quatemion Index ^. 



I 
i 



168 FOnfter Abechnitt 

Die ffir den Anfimg etwas befremdende Einfahmng der Indices statt 
der Elementarqoatemionen , d. h. abo das Ersetzen des Quotienten zweier 
zn einander rechtwinkligen Vectoren durch einen dritten zu den beiden 
OTsten senkrechten Vector, wird ihr Anfälliges verlieren, wenn wir sehen, 
wie gerade hierdurch eine grosse Einfachheit im Quatemionencalcul erzielt 
wird, und wie man unter dieser Annahme zu widerspruchsfreien BesnltMen 
gelangt. Ueberdiess könnte man an etwas Analoges hier erinnern. Bei 
der Darstellung der Zahlen in unsrem auf die Grundzahl 10 basirten 
Zahlensystem findet ja auch ein Ersetzen statt: wir meinen die Schreib- 
weise, wonach 34 5, welches 3 . 10^ -)- 4 . 10 -j- 5 ist, unter Weglassung 
der Potenzen von 10 und der Pluszeichen einfach durch Nebeneinander- 
setzen der Goefficienten der Potenzen der Grundzahl hergestellt ist. 
Diese Vereinfachung ist nur desshalb zulässig, weil alle weiteren Bech- 
nungen in unsrem Zahlensystem mit Berücksichtigung derselben erfolgen; 
sie ist aber in Wirklichkeit angenommen und durchgeführt worden, 
weil dadurch gerade die Bechnungen mit diesen Zahlen selbst sehr einfach 
werden. Quatemionen sind aber ebenfalls eine Art Zahlen ; es sind zusammen- 
gesetzte Werthe, welche nicht nur die Grössenbeziehung zweier Vectoren aus- 
drücken, sondern auch die Differenz in der Richtung derselben zum Ausdruck 
bringen. In ihrer völlig entwickelten Form sind dieselben viergliedrige 
Ausdrücke mit den Einheiten 1, i], ij und is, wie wir noch sehen werden. 
Wenn wir nun diese complicirten Verbindimgen theilweise durch Einfahrung 
der Indices einfacher darstellen, so muss diess jedenfalls gestattet sein, 
falls die weiteren Bechnungen mit Berücksichtigung dieser Annahme richtig 
durchgeführt werden. 

6. — Aus der Gleichsetzung einer Elementaren mit einem Vector 
ergeben sich nun eine Beihe wichtiger Folgerungen. 

Da wir früher für die zu einander senkrechten Einheitsvectoren oa, 
ob und oc gesetzt haben 

PC _ . oa _ . ob _ . 

Tb""^*' "ÖT~^^' "öF-^3i 

so dürfen wir jetzt diese Elementaren ii, i2 und 13 als identisch betrachten 

mit ihren Indices, d. h. als drei Einheitsvectoren, die bezüglich in die 

Bichtungen der x, y und z Axen eines rechtwinkligen räumlichen Axen- 
systemes fallen. 

Da ferner die Gleichungen 

«• • •• • •• • 

Ij Ij =z= I3, I2 I3 = 1|, I3 Ij = I2 

jetzt ausdrücken, dass das Product zweier zu einander senkrechten Einheits- 
vectoren ein dritter auf (der positiven Seite) der Ebene der Factoren 
senkrechter Einheitsvector ist, so haben wir damit den Satz, dass nicht 
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bloss der Quotient, sondern auch das Product zweier zu einander senkrechten 
Einheitsvectoren ein dritter zu ihrer Ebene senkrechter Vector ist. 

Die Multiplication eines Vectors ß mit einem dazu senkrechten 
Einheitsvector a dreht also den Multiplicand um einen rechten Winkel in 
der zum Multiplicator senkrechten Ebene. Multipliciren wir den Multipli- 
cand in der neuen Lage wieder mit « , d. h. bilden wir «2 , ß^ go ^ird ß 
nochmals um einen Kechten weiter gedreht und damit in — ß übergeführt. 

Es ist also 

a^.ß = -ß, 

woraus sich «^ als gleich — 1 ergiebt, d. h. das Quadrat eines Einheits- 
vectors ist gleich — 1. Um das Quadrat eines Vectors « zu finden, dessen 
Länge nicht gleich der Einheit ist, setzen wir 

a = T« . üa, 
worin JJa die Längeneinheit in der Sichtung a bedeutet. Dann ist 

«2 = (T«)2 (ü«)2 = {Tay (— 1) = — (T«)2. 
Ebenso können wir das Product zweier zu einander senkrechten Vec- 
toren a und ß, deren Längen nicht gleich der Einheit sind, ausdrücken 
durch 

a.ß = TaTJu.TßJJß = TaTß.JJaüß = TaUjS.i, ij = TaTjJ ij, 

d. h. auch das Product beliebig langer zu einander senkrechten Vectoren 
ist ein zu den beiden Factoren senkrechter Vector, dessen Tensor gleich 
dem Product der Tensoren der Factoren ist. Wenn wir dabei vorher Ua 
und üj? mit i| und i2 bezeichneten, so ist diess deshalb gestattet, weil i| 
und ij ja nach §. 47, 2 zwei zu einander rechtwinklige Elementaren, 
resp. deren Indices sind. 

Das Product zweier ^icht zu einander senkrechten Vectoren ist nicht 
einfach durch einen dritten Vector darstellbar. Wir werden dasselbe in 
Form einer Quatemion und als Potenz eines Vectors später entwickeln* 
Aehnliches gilt von dem Producte von mehr als zwei Vectoren; dasselbe 
ist im Allgemeinen nur durch eine Quatemion ausdrückbar. 



§. 50. Zerlegung einer Quatemion in eine Sanmie. 

1. — Denkt man sich in der Ebene aß den Vector ß zerlegt in die 
beiden Theile ft und ^j, von denen ß^ in die Richtung von « fällt, ß2 
aber senkrecht dazu ist, so haben wir 

ß = ßi + ß2^ 

und _^ = A + A . 

a a a * 

Von den beiden rechts stehenden Theilen ist — ein Scalar, da ft in der 

et 
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Bichtung von a liegt. Sein Werth ist cosg), wenn 9 den Winkel a^ 
angiebt, und a und ß selbst' Einheitsvectoren sind. Der zweite Quotient 
dagegen ist eine rechte Quatemion, mitbin gleich einem zu a und ß^ oder 
zu a und ß senkrechten Vector, dessen Tensor siny ist. Nennen wir nun 
i den zu a und ß senkrechten Einheitsvector, durch Rotation um welchen 
der Winkel 9 beschrieben wird, so ist 

ßo • • 

-^-^ = 1 sm «, 

mithin 

J- = cos 9 + 1 sm y. 

OL 

Sind ß^ und a* nicht Einheitsvectoren, sondern 

a' = a . a = Ta* . o, 
jj' = b . jS = Ta' . /J, 

SO ist 

ß' Tß' ß Tß' , . . X 

■^ = -äTT • — = nTT . (cos 9 + 1 Sffi y»). 

a 1« a Ta ^ ^ • ^/ 

Da jJ , . , 

q = -^ = COS 9 + 1 sm q) 

die Eigenschaft hat, dass 

ß 
q . « = -^ . « = ft 

SO muss auch 

cos 9 -|- i sin 9 

diese Eigenschaft haben. Es ist also cos 9 -}- i sin 9 ein Yersor, der um 

eine Axe in der Bichtung von i um den Winkel 9 dreht. 

Und wenn ß und a Vectoren von beliebiger Länge sind, so ist in 

— = -rfT- (cos cp + i sin g>) 

a La ' 

-^ = Tq, COS 9 + i sin 9 = Uq. 

In den vorstehenden Ausdrücken nennt man nach Hamilton 

Tß 
^^ . cos 9 

den Sealartheil oder den Scalar der Quatemion ß : a, während 

Tß . 

der Yectortheil oder auch kurz der Vector der Quatemion heisst. 
Man bezeichnet den ersteren mit Sq, den letzteren mit Vq, so dass also 
ganz allgemein 

q = Sq + Vq 
ist. Diese Summe reducirt sich auf Sq, wenn a und ß derselben Richtung 
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angehören ; sie wird dagegen zu Vq, d. h. zu einem Vector, wenn « senk- 
recht zu ß ist. 

2. — Aber nicht bloss den Quotienten — zweier Vectoren gelingt es, 

in Scalar und Vector zu zerlegen, diess gilt auch von dem Producte « ß. 
Denn es seien « und ß wieder Einheitsvectoren, und ebenso y ein Einheits- 
vector, der in der Ebene « ß senkrecht zu ß so gezogen, dass die Drehungs- 
richtung des rechten Winkels y ß dieselbe ist, wie die von a nach ß. Dann 
ist, wie man leicht an einer Figur sieht, 

a = ß cos 9 + 7 sin 9, 
wenn gp der Winkel zwischen « und ß ist. Es ist mithin 

a j9 = (^ cos 9 + 7 sin y) jJ 

=- ^^cosy + yßsincp 

= — cos 9 -)- i sin q), 

wenn i der zur Ebene aß senkreckte Einheitsvector ist. 

Sind a und ß nicht Einheitsvectoren, so ist leicht zu zeigen, dass 

a.ß = TaTß . (—cos qp + i sin y). 
Es ist daher 

Sa/J=rz — TaTj? cosy, 

Vaß = Ta Tß singj.i. 

Der Factor von i in V « jS, d. h. TYaß ist der doppelte Inhalt des Dreiecks 

mit den Seiten a und ß. 

3. — Um das Product ßa der Einheitsvectoren ß und « zu finden, 
setzen wir wie in (2.) 

a = ^ cos qp + 7 sin jp. 

Dann ist 

jSa = /J2 cos 9 + f^7 sin 5P 

= — cos qp — i sin qp, 
indem das Product ßy der zu einander senkrechten Einheitsvectoren das 
entgegengesetzte Zeichen hat wie yß, wie aus den früher über 1^12 und 
ijii festgestellten Eegeln folgt, wie sich aber auch leicht daraus ergiebt, 
dass ßy eine Drehung von 7 um Vstt bedeutet, yß dagegen eine Drehung 
des ß um denselben Winkel. Dadurch werden die zu drehenden Vectoren 
in Lagen geführt, die derselben Geraden angehören, aber entgegengesetzte 
Sichtungen haben. 

Aus Vorstehendem ergiebt sich, dass 

1) Saß = S/Ja, 

2) Yaß = — Yßa, 

3) aß-\- ßa = 2Saß, 

4) aß " ßa = 2Yaß, 

5) Saß = 0, 

letzteres nur, wenn a senkrecht zu ß ist. 
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6) (« + ^)» = (« + |3)(« + i») 

^a^ + ßa-^-aß + ß^ 
= a^ + 28aß + ß^. 

7) (a — ß)^ = «2 — 2Saß + ß^. 

8) a^ ß^ = a . a . ß . ß = a . ß . ß . a, 

weil /?2 ein Scalar ist. Daher 

a^ß^=={Saß + Yaß) {Saß — V aß) 
= (Sa^ß)2-(Yaß)2. 

Dabei ist a^ß^ nicht zu verwechseln mit («13)2. 

3. — Der Moivre'sche Satz. Haben wir in der Ebene aß noch 
einen Vector 7, so ist cos « ^ + i siii « 1^ 

ein Versor, der durch Multiplication einen Vector in der Ebene von i um 
den Winkel aß dreht, und ebenso ist 

cosßy -{-isinßy 
ein Versor, der um den Winkel ßy dreht. 
Daher ist 

(cos ßr -{-i sin ßy) (cos «^ + i sin « /?) = cos «y 4" i sin «y, 
ganz in üebereinstimmung mit 

X .i.=X. 

ß ' a a * 

Diess ist aber der Moi vre' sehe Satz. 

Die vorstehende Ableitung zeigt übrigens auch noch, dass für Qua- 
temionen derselben Ebene, d. h. fnr complanare Quatemionen das conmau- 
tative Princip bei der Multiplication gilt, indem jetzt 

q, qj = qj q, 
ist. 

Festzuhalten ist die vollständige Verschiedenheit des i in seiner gegen- 
wärtigen reellen Bedeutung als eines auf der Ebene a ß senkrechten Einheits- 
vectors gegenüber den Annahmen der älteren Theorien des Imaginären 
und der complexen Ausdrücke, wonach i eine in der Ebene aß za a senk- 
rechte Länge bezeichnet. 

4. — Während Multiplication eines Vectors mit i eine Drehung des 
Vectors um einen Kochten bedeutet, führt Multiplication mit i^, i^ — 1 ■ 
zu Drehungen um 2, 3 ... n Bechte. Dagegen erzeugt die Multipli- 
cation mit 

cos 5p -|- i sin 9) 

nur eine Drehung um den sovielten Theil eines Rechten als 9 : Vs^r 
oder 2q>: fi angiebt. Wie man nun die Drehung um ganze Bechte durch 
i^, i^ . . . bewirkt, so kann man auch 
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als Factor annehmen, durch Multiplication mit welchem eine Drehung 
um den Winkel q) bewirkt wird. Dabei ist i ein Einheitsvector. Lässt 
man dagegen einen Vector a von beliebiger Länge an die Stelle von i 
treten, so kann 

jede Quaternion Yq darstellen. Ich brauche nur 

« = Ta . Ua 
so zu wählen, dass 

(T«)t = Tq, 
d. h. dass t 

T«r^ VTq 
ist, und (U«)* so dass es eine Drehung bewirkt, die gleich «c^ q ist. Diess 
geschieht dadurch, dass wir 

t = l^ = l^Ll 

setzen. 

Damit wäre aber jede Quaternion darstellbar geworden als Potenz 
eines Vectors, und umgekehrt jede Potenz eines Vectors durch eine Qua- 
ternion. 

Es ist so eine Art Abschluss in die Rechnung mit Vectoren gebracht. 
Während der §. 43 lehrte Vectoren zu addiren und zu subtrahiren , ver- 
mögen wir jetzt mit Vectoren die Eechnungen der zweiten und theilweise 
der dritten Stufe vorzunehmen. Das Product und der Quotient zweier 
Vectoren haben sich als Quatemionen ergeben, und indem wir für jede 
Quaternion nun einen Ausdruck von der Form 

gefunden haben, worin « einen Vector, t aber eine reelle Zahl bedeutet, 
sind also Producte und Quotienten von Vectoren immer darstellbar durch 
Potenzen von Vectoren, und führt auch die Rechnung mit den Potenzen 
dieser Vectoren wieder zu Vectorenpotenzen. Gerade aus der Bedeutung 
von a* als Vertreter einer Quaternion ergiebt sich leicht das Grundgesetz 
für Potenzen 

als giltig. 

In Bezug auf den Logarithmus und andre transscendente Functionen 
der Quaternionen müssen wir auf Hamilton's Werk Elements of 
Quaternions verweisen. 

§. 51. Zerlegung einer Quaternion in eine viergliedrige Normalform. 

1. — Nach den Lehren des vorigen Paragraphen ist 

a a a a a 
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worin ^ ß • (82 

a a 

ein zur Ebene der Quaternion senkrechter Vector ist, von der Grösse 

Tß2 Tß . . 

-«r=- = -fsf— . Sin a j3. 

Denken wir uns nun ein rechtwinkliges räumliches Axensystem, 
welches seinen Anfang etwa in dem Anfangspunkte von a und ß hat, und 
zerlegen den Index 

a a 

nach den drei Axen in die Gomponenten 

xij, yi2, zia, 
wobei ij, i2 und ig die drei Einheitsvectoren in den Bichtungen der Axen, 
X, y und z dagegen die Tensoren oder Längenzahlen der Projectionen 

von I— auf die drei Axen sind: so ist 

a 

Bezeichnen wir ausserdem den Sealartheil der Quaternion^ mit w, 
so ist 

q = -^ = w + xii+yi, + zi3 

eine viergliedrige Form, auf welche jede Quaternion gebracht werden 
kann, und die wir daher ihre Normalform nennen wollen. Dabei ist 

w == T — . cos 9, 
« 



X = T — . sin g) cos y^, 
y = T — . sin 9p cos %, 



a 
z = T — . sin 9 cos cp«, 

a 

wenn 9 der Winkel aß ist, ^j, qpj, 93 aber die Winkel bedeuten, welche 

V — = I — mit den Axen x, y und z bildet , oder auch die Winkel, 

welche die Ebene aß mit den drei Coordinatenebenen yz, zx, xy macht. 
Daher haben wir auch 

q = -£- = T — . [cos g) + sin g) (i| cos y^ + ^2 ^^^ (p2 + ia cos tp^)]. 

Die in der Normalform der Quatemionen vorkommenden Einheits- 
vectoren i| , i2, iß sind zugleich Elementarversoren , für die . Bechnung mit 
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welchen die früher festgestellten Gesetze gelten. Dieselben haben hier 
durchaus nicht den Charakter imaginärer Grössen. Sie sind im Gegentheil 
reelle Einheits vector en in der Bichtung der drei Axen, denen freilich wie 
der Wurzel V— 1 die Eigenthümlichkeit zukommt, dass ihr Quadrat 
gleich — 1 ist. 

2. -;- Aus der Normalform der Quatemion ergeben sich leicht die 
Ausdrücke für den Scalar- und Vectortheil derselben. Wenn 

q = w + iiX + i2y + i3Z, 
so ist S q = w, 

Vq^iix + ijy + igz. 

Auch für den Tensor und Yersor von q finden sich eigenthümliche 
Werthe. Es ist aus 

q = T -^ . (cos g) + i sui 9=)» 

Sq = T — . cos qp = — cos op, 
^ a ^ a ^ 

Vq = T — . sin g) . i = — sin qp . i. 
et a 

Daher ist ,t»tt 1> • 

T Vq = — sm g), 
a 

"^^ (TVq)3 = |i sm <y3 «= - (Vq)^. 

Aus der in (1.) gezeigten Herleitung des Scalar- und Vectortheils 
von q ergiebt sich die Beziehung 

(Ti)2 = ^ = .^iiJl^ 

= (Sq)^ - (Vq)^ 
indem der Tensor eines Sealars dieser Scalar selbst ist, so dass TSq = Sq. 

3. — Um Tq direct aus den constituirenden Bestandtheilen von q 
zu berechnen, setzen wir 

(Vq)2 = (Vq) . (Vq) 

= i,2x3 + i, ijxy + i, iaxz + i^iixy + h^J^ 

+ ijiayz + igi, iz + i3i2yz + k'^^^ 
= — x2 + igxy — ijxz — igxy — y^ + ii yz 

+ ia X z — ii y z — z^ 
= — x2 — y2 — z2. 

TVq = Vx» + y» + z». 
Mithin ist 

(Tq)2 = (S q)2 - (Vq)2 = w^ + x^ + y« + z^, 

imd daher Tq = Vw^ + x« + y2 + z^ . 
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Nun können wir auch einen Ausdmck fOr den Yersor ableiten. Es ist 

q = Tq . Uq, 
mithin der Yersor 

^ q_ _ w + i^i + i^y + iaz 

Aus dem so erlangten Werthe von üq ergiebt sich schliesslich aach 
noch SUq = w : ^w^ 4- x2 4. y2 ^ z«, 

i,i + i,y+ AL. 
^ Vw^ + x2 + y2 + z2 
und endlich 

TVÜq = v/ ^'+y' + ^' 
ivuq — y •^24.x2 + y24.z2 • 

4. — Mit Benutzung der Normalform und mit Annahme des distri- 
butiven Principes lässt sich jetzt auch das associative Princip als bei der 
Multiplication von Quaternionen giltig nachweisen, d. h. zeigen, dass 

qi qa 03 = (qi ^) q3 = qi (q^ qs)- 

Setzen wir nämlich 

qi = Wi -f i, Xj + i2yi + 13 Zj, 

qj = W2 + i, X2 + ij y, + ig Zj, 

q3 = W3 + i, X3 + i, ya + ig Zg, 
so ergiebt sich durch geeignete Multiplication der rechts stehenden Aus- 
drücke die Giltigkeit des associativen Principes. Wir erhalten nämlich, 
mit Berücksichtigung der für die Eechnung mit ij, i2 und i^ gütigen 
Gesetze, dasselbe Resultat durch Multiplication des Productes der rechten 
Seiten der zwei, ersten Gleichungen in die dritte, als durch Multiplication 
des Productes der beiden letzten rechten Seiten durch die erste. 

5. — Zur Gleichheit zweier Quaternionen gehört die Gleichheit der 

vier Elemente, einzeln genommen, welche in der Normalform auftreten, 

d. h. damit qi = q2, muss 

w, = W2, Xi = X2 yi = yj, Zj = Z2 
sem. 

Zwei Vectoren a und ß lassen sich jetzt ausdrücken durch 

a = ij xj + i2 y, + ia z, , 

ß = h^ + hJ2 + h Z21 
worin Xj, y^. und Zj , sowie X2, y2 und Z2 die Projectionen von « und ß 

auf dasselbe rechtwinkelige Axensystem sind. Mit Hilfe dieser Werthe 
lässt sich nun auch 

qc=^:a = w + itx-fi2y + i3z 
finden; und zwar ergeben sich die Elemente von q aus denen von « und 
ß am leichtesten, wenn wir 

ß = q . a 
setzen und dann aus 
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h^2 + hJ2 + hh = (w + iix + i^y + h^) ihh + ^ili + hhl 
nachdem wir rechts ausmultiplicirt haben, durch Gleichsetzung der Coeffi- 

cienten an i^, i2 und is, sowie der Scalartheile, die Werthe von w, x, y 

und z ermitteln. 

6. — Durch Multiplication von a in ß erhalten wir 
« . jJ = — (x, Xa + Ji Ja + Zj Za) 

+ h (yi h — J2h) + 12 (zi ^2 — hh) + h (xj y2 - XjyO. 
Dagegen ist 

i? . a = — (x, xj + ji 72 + Zi h) 

- h {Ji h — yjZl) — 12 (Zl ^2 — hh) — 13 (Xj 72 — ^2Ji)' 

Wir finden also, wie schon in §. 50, 3, 

Saß = Sßa, 
Yaß = — Yßa. 

Wird a = ß, so ist 

«2 = _ (x2 4. y2 _|_ z2) = ~ {Tay, 

eine Besultat, zu dem wir ja auch schon in §.49, 6 gelangt sind, und 
dessen geometrische Bedeutung die ist, dass eine Strecke durch Multipli- 
cation mit dem Quadrate eines zu ihr senkrechten Vectors um zwei Eechte 
gedreht, d. h. in die entgegengesetzte Eichtung gebracht wird, und dass 
sie zugleich im Verhältniss von 1 zu a^ gestreckt wird, wenn a die Längen- 
zahl von a ist. 

Ein Einheitsvector y hat zum Quadrate — 1. Und da 

y = ij cos cpf^ + ia cos qp2 + ia cos 93, 
wo die g die Winkel zwischen y und den Aien sind, so ist also 

y^ = (ii cos g)j + ^2 ^^^ 92 + ^3 ^^^ ^3)^ 
= — cos 5Pi2 — cos 5p2^ — Cös 5P32 = — 1, 
d. h. jeder Ausdruck 

^ih + ^2 ^2 + ^3 h 

hat mit y— 1 die Eigenschaft gemein, dass sein Quadrat gleich der ne- 
gativen Einheit, wenn 

x.» 4- X,» + 132 = 1 
ist. 

7. — Mit Hilfe der Sätze über die Zerlegung einer Quatemion in 
eine Summe lässt sich auch der Unterschied sichtbar machen, der in dem 
Product zweier Quaternionen durch Vertauschung der Factoren hervor- 
gerufen wird. Es sei ' 

q, = Sq, +Vq„ q» = Sq, + Vq», 
so ist 

qi qj = (Sq, + Vq,) (Sq, + Vq^) = Sq, Sq, + Sq, Vq, + Sq, Vq, 

+ Vq, Vq„ 
q, q, = (Sq, + Vq,) (Sq, + Vq,) = Sq, Sq, + Sq, Vq, + Sq, Vq, 

+ Vq» Vq,. 

» 

ünyerzagt*, Quaternionen. 12 
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In den rechten Seiten dieser Gleichungen sind nur die letzten Glieder 
von einander verschieden , indem im Allgemeinen Yq, Yq, nicht identisch ' 
ist mit YqjYqj. Setzen wir nun 

Vqi = Xj ij + yi i« + Zi is. 
Yq, = ijii + yji, + Zjis, 
so ist 

Yq, Yqj = — (x, Xj + Ji y, + z, h) 

+ (y. h — Ji h) h + (zi xj - zj X,) ij + (X, jj — i, y,) ij, 

Yqj Yq, = - (x, x, + y, y, + z, Zj) 

-(Jih — M) h - ih^ — h^)h — i^t J» — ^yO U. 
d. h. es ist 

S (Vq. Vq,) = S (Vq^ Vq,), 

V(Vq^Vq2) = -V(VqjVq,), 
und wir haben schliesslich 

q, q2 = Sq, Sq^ + Sq, Vq^ + Sq, Vq, + S (Vq^ Vq^) + V (Vq, Vq,), 
q2 qi = Sq, Sq^ + Sq, Vq, + Sq, Vq, + S (Vq, Vq,) ~ V (Vq, Vq^), 
wodurch dann die Aenderung zu Tage tritt, die durch Yertauschung der 
Factoren in dem Producte zweier Quatemionen bewirkt wird. 
Aus vorstehender Entwickelung ergiebt sich zugleich, dass 

Sqi (h = Sq2 qi, 
und Vq, q^ + Vq^ qt = 2 (Sq^ Vqa + Sqj Vq,). 

8. — Eine andre Zerlegung der Quatemionen in eine viergliedrige 
Form ergiebt sich auf folgende Art. Es ist nach §. 44, 9 

Q =1 a Cos^ m -\- ß Cosj m + 7 C0S3 m -j- d C0S4 m, 
wenn ^, a, jS, 7, d die Vectoren om, oa, ob, oc, ob, die rechts stehenden 
Baumfunctionen aber auf das Tetraeder q b c b bezogen sind. Dann ist 

-^ = Cosi m + -^ Cos, m + — Coso vxA C0S4 m, 

oder mit einer leicht verständlichen Abänderung in den Indices der Cosi- 
nusse, and wenn wir zugleich die schiefen Quatemionen 

ß ' 7 . d 
— = iu ~ = J2» "T" "^ J3 

I a et, (t 

setzen, 

-£- = Coso m + ji Cosj m + J2 C0S2 m + h ^^h ^- 

Diess ist aber ein viergliedriger Ausdruck für die allgemeine Quater- 
nion (» : a, dieses Mal mit Hilfe der die Länge und Eichtung von q be- 
stimmenden Raumfunctionen von m, und der Hilfsquateraionen j,, jg und 
J3, welche letztere durch die Lage des Divisors a zu den Axen ß^ y und 
d bestimmt sind. 

Die vorstehende Form einer Quatemion reducirt sich in drei Fällen 
auf nur drei Glieder. 
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Liegt der Endpunkt m von q in einer der Seitenflächen des Grund- 
tetraeders, so wird der entsprechende Eaumcosinus zu Null. Nehmen wir 
z. B. an, nt fiele in die Ebene D, so ist Cosatn = 0, und wir haben 

Q : a = Coso m + ji Cosj tn + Ja Cosj m. 
Jetzt sind die Baumfunctionen identisch mit den planimetrischen Functionen 
von nt in Bezug auf das Dreieck a b c. Aehnliche Ausdrücke würden wir 
erhalten, wenn tn in B oder in C läge. 

Fällt dagegen tn nach A, so ist 

^ : « = j, Cosi tn + J2 C0S2 m + J3 Cosant, 

wobei die Eaumcosinusse mm als Flanfunctionen von nt in Bezug auf 
das Dreieck beb gelten können. 

Nicht uninteressant ist endlich der Fall, dass mit einem der Eck- 
punkte zusammen fällt. Es sei diess mit b z. B., so ist 8 = und daher 

q: a = Cosq nt + ji Cosj nt + h ^^^2 ^^ 
wo nun aber 

Cosq nt + Cosj nt + C0S2 nt = 1 — C0S3 nt = Siuj nt 

ist, und nicht wie oben gleich 1. Diese letzte dreigliedrige Form kann 
einigermassen die Lücke ausfüllen, die in §. 39, 1 in Bezug auf einen 
solchen dreigliedrigen complexen Ausdruck für eine Strecke von beliebiger 
Richtung angedeutet wurde. 

Auf nur zwei Glieder lässt sich q : a reduciren, wenn tn in einer 
Ebene liegt, die durch und eine Kante des Tetraeders a b c b geht, und 
zwar wird q : a jetzt von der Form 

Coso nt + ji Cosj nt, 
oder jj Cosi tn + J2 C0S2 nt, 

je nachdem die betreffende Kante des Tetraeders durch a geht oder nicht. 

Der Ausdruck 

^ : a = Coso nt + ji Cosj tn 
lässt sich auch direct ableiten und demselben dann noch eine andre Form 
geben. Es ist in dem Dreiecke oab 

nt = oa Coso nt + b Cosj nt 



Ai , .t. A 



= oa^ + ob 



2 



A ^ A' 

wenn /\^^ gleich dem Dreiecke ontb, A2 gleich onta tmd /\, das Dreieck 
abc selbst ist. Nun ist 

^^ = 1/2 rb sin (r b), 

^2 = V2 r a sin (r a), 

/\ = ^/2absin(ab), 
wenn wir mit a, b und r die Tensoren von a, ß imd ^, also die Längen 
00, ob und ont bezeichnen. Daher haben wir 

12 • 
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om __ Q _ r sin (rb) , t_ sin (r a) ^ 

oa "" V T sin (ab) "^ b sin (ab) * « 

_ r / sin (r b) ji^ s in (r a) jr\ 

T V sin (a b) '' b sin (ab) ' a ) 

-s- ('<=»='+ w -'S'»») 

worin tp und ;l die Winkel aq und ajJ, /^Cos 9 und ^Sin y allgemeine 
Winkelfunctionen für die Basis X bedeuten , und j der Versor für den 
Winkel A, d. h. der früher (§. 12, 11) mit j;^ bezeichnete Werth ist, hier 
freilich mit Berücksichtigung der Ebene, in welcher a und /J liegen. 

Schliesslich wollen wir noch die geometrische Deutung der einzelnen 
Glieder in 

^ : a =-- Coso trt + ji Cosj m + J2 Cosj m + Ja C0S3 m 
suchen« 

Ziehen wir im Grundtetraeder die Gerade am bis zum Durchstich o^ 
mit A der Gegenseite von a, so ist 

wenn a^ der Yector oa| ist. Aus dem Dreiecke oaaj lässt sich aber 

leicht finden 

nta« , atit 

^ aoi ^ aui 

= a Cosq m -|- «1 Sing m. 
Mithin ist 

^ : a = Coso m + j Si^o ^» 
worin j jetzt die schiefe Quatemion a^ : a darstellt. Zieht man von m 
die Strecke rnnto parallel zu «^ bis an tno auf oa, so ist otUo = aCosoUi, 
während m ntp = «j Sin^ m. Zerlegt man hierauf noch die auf a, von 
aus abgetragene Strecke rnnto nach den Bichtungen von ob, oc und ob 
in otrtj, ont2, onts, so sind diese Yectoren bezüglich gleich /?Cosiin, 
yCoSatn, dCossm (vergl. §. 41, 1), und es ist also 

^ = otitö + onij -|- oni2 -|- 011X3, 

= W + Xj + Xj + X3, 

und daher 

W , I* I Xo , X'j 
a « « « 

wodurch die einzelnen Glieder des viergliedrigen Ausdrucks in Vectoren- 
quotienten aufgelöst sind. 

Anstatt mit Zuziehung des Punktes ai in der Ebene beb zuerst die 
Zerlegung von q zu bewirken und dann den zweiten Vector nach j?, / 
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und d zu zerlegen, hätte man auch q unter einem bestimmten Winkel X 
nach a zerlegen können und dann den zweiten Theil nach /J, y und d. 

In wie weit diese Formen der Quaternionen verwendbar oder ent- 
wicklungsfähig sind, müsste erst durch weitere Untersuchungen festgestellt 
werden. Eine für uns nicht unwichtige Anwendung lässt aber die obige 
viergliedrige Form der goniometrischen Quaternionen jedenfalls zu; es ist 
diess die Herleitung der Normalform der longimetrischen Quater- 
nionen. Eückt nämlich o ins Unendliche, so werden om, oa, ob, oc und 
ob an der Grenze einander parallel und auch einander gleich; wir haben 
dann 

^^ = a (Coso tti + ji Cosj m + J2 Cosj nt + J3 C0S3 tu). 

Da jetzt T (>m = T a, so dürfen wir 

Coso m + j, CoS| m + J2 Cosj m + J3 C0S3 m 
als einen Factor bezeichnen ,, der bewirkt, dass eine Strecke « (von belie- 
biger Länge und Bichtung) von a nach m in parallele Lage geschoben 
wird. Die Quaternionen jj, jj und J3 aber lassen sich leicht als Ver- 
schiebungsfactoren von a nach b, c und b nachweisen (vergl. §. 34, 2), 
wenn man nur m der Beihe nach mit b, c und b zusammen fallen lässt. 

Wir verfolgen diese Betrachtung hier nicht weiter, da den longimetri- 
schen Quaternionen der letzte Abschnitt gewidmet ist, wo dann auch nach- 
gewiesen werden wird, dass wir den Grenzwerthen j„ j.^ und J3 die geo- 
metrische Bedeutung beilegen können von Quotialvectoren, die mit ab, ac 
und ab identisch sind. 



§. 52. Verwandte Quaternionen. 

1. — In einem nahen Zusammenhang mit der Quaternion q = ß : a 
stehen drei andre Vectorenquotienten, die wir als die reciproke (q~Oi ^^^ 
conjugirte (Kq) und die entgegengesetzte ( — q) Quaternion von q bezeich- 
nen werden und im Folgenden kurz erörtern wollen. 

Unter der reciproken Quaternion von q verstehen wir eine Quaternion, 
die mit q multiplicirt zum Product 1 ergiebt. Ist nun q = jj : «, so ist 

die reciproke Quaternion q-^ = -^ . Denn 

Da nun q-^ durch Multiplication in ß dieses zu a macht, eine da- 
rauf folgende Multiplication mit q aber wieder ß erzeugt, so müssen q 
und q-i einander in ihren Wirkungen aufheben. Es muss also Tq-^ der 
reciproke Werth von Tq sein, und es muss Uq-^ zwar dieselbe Winkel- 
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grosse und -Ebene wie üq ausdrücken, es mnss aber der Sinn der Drehung 
für üq und üq~^ ein entgegengesetzter sein. Wir haben daher 

Tq-^ = ^ = (Tq)-S 



Und wenn 
so ist 
daher 



Uq-i = i = (Uq)-i. 

Uq = COS 9> + i sin y, 
Uq-^ = cos (— y) + i sin ( — gp) = cos 9 — i sin y, 



q-i == (Tq)-i (cos 9 — i sin cp). 
Dass das Product q . q-^ conuautativ ist, ergiebt sich leicht ent- 



weder aus 



£.-^=l=± ß 



aß * /Ja 

oder aus der Bedeutung von q und q-^, oder endlich daraus, dass diese 
Quatemionen complanar sind. 

Der reciproke Werth eines Vectors « lässt sich jetzt auch angeben, 
da a als Vertreter einer Elementaren gelten kann. Ist zuerst a ein 
Einheitsvector, so ist der reciproke Werth — a; denn 

a , ( — «)==«. ( — t) ,a= — a.a= — a2 = -j-l. 

Ist dagegen a kein Einheitsvector, so ist 

a . a-i = Ta Ua . (Ta)-i (üa)-^ = TJa {JJa)-^ = 1, 

woraus Ua-^ = — U« folgt. Es ist also der reciproke Werth eines 
Vectors ein Vector mit entgegengesetzter Eichtung und mit einem Tensor, 
der gleich dem reciproken Werth des ursprünglichen Tensors ist, d. h. 

a-i = — (Ta)-i . JJa. 

2. — Die conjugirte Quatemion Kq weicht von q nur in Bezug auf 
den Sinn der Drehung des Winkels ab; alle übrigen Stücke sind für q 
und Kq dieselben. Conjugirte Quatemionen haben also dieselbe Ebene, 
denselben Tensor und gleiche aber entgegengesetzt gedrehte Winkel. Sind 
z. B. die Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks mit ft und ß.^ bezeich- 
net, während fi die Höhe darstellt, so sind fi : ß^ und ^ : ß2 conjugirte 
Quaternionen, oder in Zeichen 

Aus der Definition folgt dann aber auch, dass 

-^ = K -^ 

oder dass 

KKq = q. 
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Ferner ist 

Tq = TKq; 

dagegen erzeugen Uq und UKq Drehungen von derselben Grösse aber in 

entgegengesetzter Eichtung, so dass 

Uq . UKq == 1. 

Es ist daher UKq und Uq-^ identisch, und wir finden 

UKq = cos (— g)) + i sin ( — cp) = cos cp — i sin y, 

so dass endlich 

Kq = Tq . (cos cp — 1 sin gp) = Sq — Vq, 

dass mithin 

SKq = Sq und VKq = — Vq ist. 

Aus dem obigen Ausdrucke für Kq, wie auch aus einer leicht zu con- 

struirenden Figur, ergeben sich die beiden Gleichungen 

q + Kq = 2Sq, 

q — Kq = 2Vq. 

Eine wichtige Beziehung zwischen q und Kq ergiebt sich durch 

Multiplication dieser beiden Quaternionen mit einander. Es ist 

qKq = TqUq.TKqUKq 

= (Tq)2 . Uq . UKq = (Tq)». 

Ist q = w + i, X + ij y + ig z, 

so ist 

Kq = w — (iix + iaj + iaz), 
und 

qKq = w2 + x2 + y2 + z2 = (Tq)2. 

Dass q und Kq in dem Producte qKq commutative Factoren sind, 
ergiebt sich aus ihrer Bedeutung, sowie auch aus ihrer Eigenschaft als 
complanare Quaternionen. 

Da der Sealartheil einer rechten Quaternion oder einer Elementaren v 
gleich Null ist, so haben wir 

V = Sv + Vv = Vv, 
daher Kv = Sv — Yv = — Vv = — v, 

d. h. die Conjugirte zu einer Elementaren ist die negative Elementare. 
Nun kann aber jeder Vector als Elementare betrachtet werden, es ist daher 

Ka = — a, 

d. h. der conjugirte Vector eines Vectors ist der negative Vector. 
Aus q Kq = (Tq)2 folgt daher 

a Ka = a (- a) = — «2 = (T«)2. 

Betrachtet man einen Scalar als die Grenze, der sich eine Quaternion 
bei abnehmendem Winkel nähert, so ergiebt sich aus 

Kq = Sq ~ Vq, 
dass der conjugirte Werth eines Sealars dieser Scalar selbst ist. 
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Wir schliessen die Betrachtung der wichtigen conjngirten Quater* 
nionen mit dem Nachweise eines Satzes über die Gonjugirte des Prodactes 
zweier Quaternionen, der vielfach Verwendung findet. Es ist 

K(q, qj) = Kqa . Kq„ 
wobei der Wechsel in der Folge der Quaternionen zu beachten ist. 

Die Richtigkeit ergiebt sich leicht mit Hilfe von Fig. 20, Seite 158. 
Dort haben wir nachgewiesen, dass 

qj qj = c : a, 
qi q^ = Ott] : 0C|. 
Stellen wir nun einmal einen Versor durch den Hauptbogen dar, 
den seine Schenkel auf einer um den Scheitel beschriebenen Einheitskugel- 
fläche bestimmen, diesen Bogen nach Grösse und Richtung betrachtet, so * 
lassen obige zwei Gleichungen sich auch wiedergeben durch 

b c . a b = a c, b a^ . q 6 = c^ Uj , 
oder in Worten: im sphärischen Dreieck ist das Product zweier Seiten | 
gleich der dritten Seite. Mit Anwendung dieses Satzes folgt aber sofort 

bq . Qi b = ü] c^. 
Stellt aber ein Bogen ab dieQuatemion q dar, so ist Eq dargestellt 
durch ba. Die letzte Gleichung lässt sich daher übersetzen in 

Kq, .Kqi = K(qiq,) 
oder K (q, qj) = K q2 . K q^ , 

w. z. b. w. 

Wenn der vorstehende Nachweis auch nur für Versoren geführt ist, 
so bietet der Uebergang zu Quaternionen keine Schwierigkeit, da diese 
sich von den Versoren bloss durch Tensoren unterscheiden, welche conmiu- 
tative Factoren sind. Der Wichtigkeit des Satzes halber geben wir jedoch 
einen zweiten Beweis ohne Zuziehung einer Figur. Es ist 

q^qi = Tq, Tqj.üqj.Uqi. 
Ist nun für Einheitsvectoren 

Uq,=i-, Uq, = -I-, 
so ist 

q,q, = Tq, Tq, X . i. =Tq, Tq,-^. 

Ist aber Uqi = — , so ist U Kq* = 4- » ^nd es ist XJKqo = -^ ; 

a p 7 

daher haben wir 

Kq, .Kqj = Tq, Tq^.^ . -^ = Tq, Tqj, -^. 



y a 

Kq, . Kq, = Tq, Tq, . KU(qa q.) = K(qj q,). 



Es ist aber — = K -i- = KU(q2 q^), daher 

y et 
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3. — Nennt man entgegengesetzte oder negative Quaternion von q 
diejenige, welche einen Vector « durch Multiplication nicht in ß sondern 
in — ß umwandelt, so ist, wenn wir die neue Quaternion einmal q^ 
nennen, q« + q, « = jS — /J = 0, 

also q -f- q^ = oder q^ = — q. 

Da nun q^ = Tq^ .TJqi, und da Tq^ als eine absolute Zahl betrach- 
tet wird, so ist Uq^ = — Uq. Ist 

q = Tq . (cos <jp + i sin y), 
so ist qi = Tq . ( — cos gp — i sin g>) 

= Tq . [cos (y — n) -|- i sin (y — tt)], 
,^d. h. die entgegengesetzte Quaternion von q hat denselben Tensor und 
dieselbe Ebene wie q, ihr Winkel ist dagegen das Supplement von y und 
ist im entgegengesetzten Sinne gedreht. 

Die verwandten Functionen lassen sich also darstellen durch 
q = Tq . (cos qp + i sin gp), 
Kq = Tq . (cos g) — i sin y) = Tq . [cos ( — qp) + ^ sin (— gp)], 
Eq = q-i = (Tq)-^ (cos g) — i sin gp), 
— q = Tq . (— cos g) — i sin gp) = Tq . [cos (gp— jr) -f i sin (gp— tt)]. 

Als K ( — q) können wir schliesslich noch hinzufügen 
K (— q) = Tq . ( — cos gp + i sin y) = Tq . [cos (^ — gp) + i sin (n — g))]. 

In allen diesen Ausdrucken stellt i einen Einheitsvector senkrecht zur 
Ebene der Quaternion dar und deutet eben an, dass die verwandten Qua- 
ternionen complanar sind. 

4. — Die von uns bisher betrachteten Operationen in Bezug auf 
Quatemionen, welche wir durch die Zeichen 

S, V, K, T, U, I 
bezeichnet haben, zerfallen in zwei Gruppen. Die drei ersten sind dis- 
tributive Operationen, die drei letzteren sind es nicht, d. h. es ist 

S (qi + qa) = Sq, + Sq^, 

V (qi + qa) = Vqi + Vq2, 

K (qi + q») = Kq, + Kq^. 
Die Eichtigkeit der beiden ersten dieser Formeln ergiebt sich leicht 
mit Benutzung des bekannten Satzes, dass die Projection der geometrischen 
Summe zweier Vectoren gleich der Summe der Projectionen dieser Vectoren 
ist. Die letzte Formel dagegen lässt sich ohne Schwierigkeit durch ein- 
fache geometrische Betrachtungen begründen. 

5. — Beweis des distributiven Princips für Quatemionen. 
Wir geben hier (nach Tait) nachträglich einen Beweis für die Giltigkeit 
des distributiven Principes bei der Multiplication von Quatemionen. Er- 
forderlich zu seinem Verständniss ist nur Kenntniss des Begriffes der Quatemion, 
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ihrer Zerlegbarkeit in einen Scalar- und einen Yectortbeil, der Begriff 
der conjogirten Quatemion, des Satzes 

K(qiq2) = Kqj.Kq,, 
und endlich die Bedeutung des reciproken Werthes eines Yectors a als 
eines Yectors yon entgegengesetzter Richtung mit dem Tensor {Ta)-\ 
Alle diese Begriffe und Sätze bedürfen zu ihrer Erklärung und Herleitung 
das distributive Princip nicht, wir machen also keinen Zirkelschluss , in- 
dem wir den Beweis erst hier geben, obgleich wir das Prindp selbst nach 
seiner Annahme in (§. 47, 6) schon mehrüach verwendet haben. 

Yoraussetzen müssen wir, dass wie in der aUgemeinen Arithmetik 

ß t 7 ^ ß+r 

a a a 

sei, oder dass 

ein Satz, den wir schon bei der Addition zweier Quatemionen verwendeten. 
Da ß~^ selbst ein Yector ist, den wir d nennen wollen, so ist 

{ß + 7)^^ß^ + r^' 
Nehmen wir von beiden Seiten dieser Gleichung die Conjugirten, 

so ist 

K(ß + r)a = Kßd + Krd, 

und mit Anwendung des oben erwähnten Satzes über die Conjugirte eines 

Productes 

K^ . K{ß + y) = Kd .Kß + Kd . Ky, 
oder 

«' (ß' + /) = ^'ß'+ «' 7\ 
wenn wir die conjugirten Yectoren mit Accenten bezeichnen. Ersetzen wir 

jetzt 3' durch /S + r, so ist 

(ß + 7) (ß' + /) = (ß + 7)ß' + {ß+ 7)7\ 
welches nach dem weiter oben stehenden Satze gleich 

ßß' + 7ß' + ß7''h77' 
ist. Das distributive Princip ist also giltig bei der Multiplication von 

Yectoren. 

Wir müssen es nun noch für Quatemionen beweisen imd zeigen 
zuerst, dass (a + a) q = aq + «<li 

wobei a ein beliebiger Scalar, a ein beliebiger Yector und q eine Quater- 
nion ist. Denken wir uns zu diesem Zwecke a als den Yector einer Ele- 
mentaren -^, deren Divisor ß in der Schnittlinie ihrer Ebene mit der 
P 

Ebene von q liegt, so kann 

^ d 
gesetzt werden. Indem wir femer 
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aß 

setzen, erhalten wir 

fg I g-la- ^^ + y £-±1+1. 

= aq -|- aq. 
Daher ist auch 

K (a -f- a) q = K (a q + a q), 

d.h. E:q.K(a + a) = Kq.Ka + Kq.K«, 

oder q'(a' + «0 = q'a' + q'«', 

wenn wir wieder die Conjugirten mit Accenten bezeichnen. Da diese 
Conjugirten selbst wieder Vectoren und Quaternionen sind, so können wir 
auch setzen, mit Weglassung der Accente, 

q(a + «) = qa + q«. 
Drücken wir nun q als eine Summe aus einem Scalar und einem 
Vector, also etwa durch b + i* aus, so haben wir 

(b + iJ),(a + «) = (b + iS)a + (b + ß)a 

= ba + ^a + ba + ß^* 
Zerlegen wir ferner a und b in die Summe zweier Sealaren, « und ß 

in die Summe zweier Vectoren, so ist 

0>i + bj + A + ^2) (ai + a2 + «1 + «2) = (b, + bj) (a^ + aj) 

+ (Ä +ft) (ai +a2) + (bi +b2) («1 +«2) 

+ (Ä + ^2) («1 + «2)- 

Jetzt ist auf alle Factoren der rechten Seite das distributive Princip 

anwendbar; die dadurch erhaltene Summe von Producten lässt sich aber 

folgendermassen ordnen und zusammen ziehen 

(ai + «i) (bi+A) + (ai + «i) (b2 + ft) + (a2 + «2) (bi + A^ 

4- (a2 + «2) (b2 + ft)- 
Setzen wir hierin schliesslich 

ai + «1 = p, aj + «2 = q» 
bj + ft = r, bj + ft = s, 
so ist 

(P + q) (r-|-s) = pr + ps + qr+ qs, 
wobei nun p, q, r und s als aus Scalar und Vector bestehend ganz all- 
gemein Quaternionen darstellen, so dass also damit die Gütigkeit des 
distributiven Principes auch für Quaternionen bewiesen ist. 

Das distributive Princip gestattet die Entwickelung von Ausdrücken 
der Form (a -|- ß)^ , wo n eine ganze positive Zahl ist. So haben wir 
z. B. 

(a±ßy = a^±aß±ßa + ß^=i «2 ±2SajJ + /S». 
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|. 53. Die Tier Grandrechnungen mit Vectoren. 

1. — Erscheint ein Tector ursprünglich nnr als ein Ausdruck für 
die Lagenbeziehung seiner Endpunkte, so tritt doch bei der Verbindung 
dieser Strecken durch Bechnungen der ersten und zweiten Stufe sofort ihr 
Wesen als eine Art Operatoren zu Tage, wodurch entweder Funkte Ter- 
schoben werden, oder Strecken eine Drehung erleiden. Da hierbei die 
Länge und die Sichtung des Vectors in verschiedener Art mitwirken, so 
ist es ndthig, eine Zerlegung vorzunehmen, indem man 

a = Ta.XJa 

setzt, worin der erste Factor nur auf die Länge, der zweite nur auf die 
Bichtung sich bezieht. Dabei lässt sich Ta als eine positive Zahl, Ua 
als ein Einheitsvector in der Bichtung von a auffassen. 

Bei der Verbindung von Vectoren durch Addition und Sub- 
traction gelangt man zu neuen Vectoren, und zwar erfolgen diese Ope- 
rationen nach den Gesetzen, die der Zusanunensetzung von Kräften von 
verschiedener Bichtung in der Mechanik zu Grunde liegen, wenn diese 
Kräfte in einem Punkte angreifen. 

Zerlegt man die Vectoren nach drei zu einander senkrechten Axen, 

und ist 

« = ai i, + aj ij + aa ia, 

/? = bii, + b2i2 + b3i3, 
so ist 

« ± i» = (a, ± bj ) i, + (aj ± ba) ij + (ag ± bj) ig, 

wo aus dem rechts stehenden Ausdrucke sich leicht Grösse und Bichtimg 

des resultirenden Vectors ergeben. 

2. — Die Multiplication und Division zweier Vectoren fahrt 
nur dann wieder zu einem einfachen Vector, wenn die Glieder der 
Froducte und der Quotienten senkrecht zu einander sind ; im anderen Falle 
ergeben sich Quatemionen, die man im Allgemeinen nur noch als Potenzen 
von Vectoren darstellen kann. Wir finden 

2(p 

-f = T^ • (cos aß + isin a^) = j ^ , 

wobei i ein zur Ebene a ß senkrechter Einheitsvector, j dagegen ein Vector 
senkrecht zu aß^ aber von einer solchen Länge, dass 

wenn tp gleich dem Winkel aß ist. Es ist femer 

aß = TaTß . (—cos aß + ismuß), 
ßa = TaTß .{—COSaß — isina/J), 
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SO dass wir haben 

aß-\- ßa = 2Saß; aß — ßa = 2Yaß. 

Als andre, früher nachgewiesene Kesultate der Eechnung mit Vec- 
toren föhrerf wir noch an 

«-1 = 1 : a == - Ua (T«)-i, 
Ka = — «; «Ka = {Tay. 
a^ = — {Tay; (Ua)2 = — 1, 
Kaß = ßa. 

3. — Als geometrische Deutung der Multiplication eines Vectors 
durch einen zu ihm senkrechten Vector ergiebt sich die Drehung des 
Multiplicanden um einen rechten Winkel in der zum Multiplicator senk- 
rechten Ebene, und zugleich eine Streckung des Multiplicanden nach An- 
gabe des Tensors des Multiplicators. Ebenso bedeutet die Division eines 
Vectors durch einen zu ihm senkrecht gerichteten, eine Drehung des 
Dividend- Vectors um den Divisor als Axe; diese Drehung beträgt ebenfalls 
einen rechten Winkel, erfolgt aber im negativen Sinne. Der Tensor des 
Quotienten ist* der Quotient aus den Tensoren des Dividend und Divisors. 

Eine wiederholte Multiplication eines Vectors durch einen zu ihm 
senkrechten Vector führt den Multiplicand durch mehrere rechte Winkel, 
und hierdurch wurde man veranlasst allgemein festzustellen, dass eine 
Potenz eines Vectors mit beliebigem Exponenten ein Dreh- und Streckungs- 
operator ist, der einen dazu senkrechten Vector durch Multiplication um 
dasjenige Multiplum oder Submultiplum eines rechten Winkels dreht, 
welches der Exponent angiebt. Die Streckung des Multiplicandvectors 
erfolgt dagegen nach Angabe der Zahl, die man erhält durch Potenziren 
des Tensors des Multiplicators mit seinem Exponenten. 

4. — Die einfachen Resultate der Rechnung zweiter Stufe mit Vec-^ 
toren haben wir als Ergebnisse der Rechnung mit Quaternionen erlangt. 

Man kann aber auch einige dieser Resultate in Form von Definitionen 
an die Spitze der Lehre von den Quaternionen stellen und dann die übrigen 
Lehren der Quaternionentheorie daraus ableiten, wie diess, wenn wir nicht 
irren, von Hamilton Mbst angedeutet wurde, und von Kelland in 
seiner Introduction to Quaternions wirklich geschehen ist. Sindz. B. 
i, j, k drei zu einander senkrechte Einheitsvectoren , und nehmen wir an, 
dass das Produkt eines solchen Vectors in einen zu ihm senkrechten Vec- 
tor gleich dem Resultate der Drehung um 90 Grad des Multiplicanden 
um den Multiplicator als Axe ist, so folgt hieraus sofort 
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ij = k, jk = i, kl = 3, 

ji = — k, kj = — 1, ik=-j. 

iij=ik = — j, mithin i^ = — 1; 

jjk=ji=r — k, also j2=: — 1; 

kki = kj=— i, also k» = — 1. 

Es ist femer, unter Voraussetzung der Zerlegbarkeit der Vectoren, sowie 

des distributiven und des associativen Principes, 

a = ß cos 9 -f- 7 sin qp, 

wenn a, ß und y Einheitsvectoren derselben Ebene sind, ß senkrecht zu / 

und 9 der Winkel aß ist. (Vergl. §. 50, 2). 

Daher ist 

a jj = ^3 cos 9 -f- y/J sin qp = — COS 9 + i sin g), 

wenn i ein zu aj} senkrechter Einheitsvector ist. Femer ist 

ßa = /J2 cos g) + i^y sin 9 = — cos qp — i sin 9. 
Endlich ist 

^.aß=^ßß^^l, 



— . ( — COS 9 + i sin 9) = — 1, 



oder 

a 

— (— C0S9 + isin9) (cos9 + isin9) = — (COS9 + ism9), 
oder endlich 

-^ = C0S9 4- isin©. 

a 

Damit sind die Grundlagen der Quatemionenrechnung gewonnen. 
Wenn wir nun früher diesen einfachen Weg nicht einschlugen, so geschah 
diess desshalb, weil die in dem vorliegenden Werke verfolgte und im 
Wesentlichen auch von Hamilton und Tait eingehaltene Darstellungs- 
weise der historischen Entwicklung dieser Lehren nahe kommt, und, wie 
uns scheint, mehr Einsicht in das Wesen der Quatemionen gewährt, als 
das kürzere Verfahren Kelland's. 

5. — Sätze über Vectorenproducte mit drei Factoren. 

(I.) Es ist 8aßy = Syaß = Sßya 

= — Sayß = — Sßay = - Syßa^ 

d. h. das Product dreier Vectoren ändert seinen Sealartheil nur, wenn 
eine Aenderung in der cyklischen Ordnung der Factoren eintritt. 
Es ist nämlich 

Saßy = Sa {Sßy + Y ßy) = Sa Yßy, 

weil aSßy ein Vector ist, sein Scalar daher gleich Null. Nun ist 

Yßy == - Vyft 
daher 

Sa/»y = — SaNyß = — So SyjS — Salyß = — Bayß. 
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Da auf ähnliche Weise sich ergiebt 

80 folgt hieraus, dass 

Saßy = — SayjJ = -f Syaß etc. 
Von dem vorstehend zweimal benutzten Ausdruck S . « S j9 7 = 
macht man vielfach Gebrauch bei Transformationen von Quaternionen. 

(n.) Dass auch in dem Producte von Quaternionen q, q2 qg die 
cyklische Aenderung der Factorenfolge keine Aenderung im Scalartheile 
hervorruft, folgt leicht daraus, dass wenn wir q^ q, = p setzen 

Sqiq2q3 = Spq3 = Sqap 
nach §. 51, 7. Daher ist 

Sqi qj qa = Sqa q^ q2 = Sq^ q^ q^. 

(EI.) Drücken wir a, ß und 7 aus durch 

^1 ii + yi 12 + Zi 13» ^2 h + 72 13 + Z3 131 Hh+73h + h h^ 
so ist Saßy = — Xj, Ji, Zj 

i2» 72» h 

^3» 73» ^3 

wie sich daraus ergiebt, dass die Scalartheile des Productes aßy nur 
solche sind, worin ij, i2 und 13 zugleich als Factoren auftreten, und dass 
diese Producte die Vorzeichen haben, wie sie vorstehende Determinante 
verlangt. 

Da die rechts stehende Determinante der letzten Gleichung gleich 
dem negativen sechsfachen Volumen des Tetraeders ist, dessen eine Ecke 
im Coordinatenanfang ist, dessen drei andre dagegen «, ß und y zu Vectoren 
haben, so ist also 

— Ve Saßy = Voloabc, 
wofür wir übrigens später einen directen Beweis geben werden. 

Zugleich sieht man aus der Determinantenform von Saßy aufs Neue 
die Eigenschaft des Zeichenwechsels dieses Sealars bei nichtcyklischer 
Vertauschung der Factoren. Eine wichtige Folgerung ergiebt sich aus 
der geometrischen Bedeutung von Saßy. Liegen nämlich a, ß und y 
in einer Ebene, so ist das Volumen des Tetraeders, welches a, ß und y 
zu Kanten hat, gleich Null. Daher ist in Saßy = ein wichtiges 
Kennzeichen für die Complanarität der drei Vectoren «, ß und y ge- 
funden. 

(IV.) Eine so einfache Beziehung wie unter den Scalartheilen der 
Producte dreier Vectoren existirt nicht unter deren Vectortheilen. Wir 
haben hierfür nur die beiden Sätze 

Yaßy = Yyßa, 
und Yaßy = aSßy — ßSya + ySaß. 
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Man sieht z. B. mit Hilfe des letzten Satzes, dass 

Nayß = a%ßy + ß^ya — ySaft 
dass mithin für diese beiden Yectoren des permutirten Productes keine 
einfache Belation eiistirt. 

Da die erste der obigen Gleichungen nur eine Folge der zweiten ist, 

so brauchen wir nur diese letztere zu beweisen. Nach dem Satze 

2Yaß = aß — Sa 
haben wir nun 

2V(aV/Jy) =aYßy - (Vßy)a. 

Femer ist = aSßy — (Sßy) «, 

da ein Scalar mit einem Vector commutativ ist. Daher finden wir durd 

Addition der zwei letzten Gleichungen 

2Y{aYßy) = a(Yßy + Sßy) ~ {Yßy+Sßy)a, 

= ^ßr — ßr^i 

= aßy + ßfxy — ßay — ßya, 

= i^ß + ß<»)r — ßirct + «r), 

= 2iSaß)y — 2ßSya. 
Daher ist 

YlaY{ßy)^ = ySaß — ßSay. 
Addirt man hierzu die leicht verständliche Gleichung 

Ya.Sißy) = «S(iJr), 
so finden wir in der That 

Yaßy = aBßy — ßSya + ySaß. 

(V.) Nicht uninteressant ist auch das Kesultat, welches wir erhalten 
durch Addition der drei Gleichungen 

Y{aYßy) = ySaß — ßSay, 

Y(ßYya) = aSßy — ySaß, 

Y{yYaß) = ßSay — aSßy, 
nämlich 

Y{aYßr + /JVy« 4- rVajS) = 0. 
(VI.) Ersetzt man in Gleichung Ya'Vßy^=ySttß — ßSay den Vec- 
tor « durch V«^, so ist 

V(V«jS.V/?7) = 7-^(Jaß)ß — ßS{Yaß)r 

= r-S(cßß) - ßS{aßr) 

= _ jSS(a/?7), 
weil 8{aßi) = ßiSa = ist. 
(Vn.) Es ist auch 

3S{aßr) = aYßr -\- ßYya -[- r'^aß. 
Diess ergiebt sich durch Addition der drei gleichwerthigen Ausdrücke 

Saßr = S(aYßy), 
Sßya = SißYya), 
Syaß = S{yYaß), 
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v^enn man noch znr rechten Seite der erhaltenen Summe den Ausdruck 

= Y(aYßy -f ßYya + yYaß) 
iddirt. 

6. — Sätze über vier Vectoren. 

(L) Da Ka = — a, so ist 

K{aß) = Kß.Ka = i—ß) (— a) = ßa, 
K{aßy) = Ky.Kaß= Ky .Kß . Ka = —yßa, 
K{aßyd) = Kyd.Kaß = 8yßa. 

Daraus folgt ferner, da allgemein 

q + K.q = 2Sq, 

q — Kq = 2Vq; 

28aß = aß ^ ßa; 2Yaß = aß — ßa. 

2Saßy = aßy — yßa; 2Y aßy = aßy + y ßa. 

2Saßyd = aßyd -\- Öyßa; 2Y aßyd = aßyd — dy ßa. 

etc. etc. 
(II.) Est ist allgemein 

dSaßy = aSßyd — ß8y8a +ySdaß 
= aSßyd-\- ßSayd + ySaßd. 

Eine einfache Herleitung dieses Satzes findet sich in §. 44, 9, wo 
wir gezeigt haben, dass das q^ irgend eines Punktes m 

Qjn=^ a Cosj m + j5 C0S2 m + y C0S3 m. 

Da aber nach einem früheren Satze dieses Paragraphen — Saßy gleich 
6 Vol oabc ist, so ist in der That vorstehender Ausdruck für q^ nur 
eine Umformung von 

gSaßy = aSßyQ 4- ß8yaQ-{-y8aßQ^ 

und"; damit die Eichtigkeit desselben erwiesen. Direct finden wir ihn 
durch folgende Entwickelung. • 

Es ist 

Y{aYßy) =ySaß — ßSay, 

und wenn man a ersetzt durch Yad^ 

Y(Yad.Yßy) =ySa8ß — ß8ady. 

Ebenso findet man 

Y{Yßy.Ya8) =dSßya — aSßyö. 

Da aber Y(Yßy.Ya8) = - Y(Ja8.Yßy), 

so erhalten wir durch Addition 

dSßya — aSßyd + ySa8ß — ßSa8y = 0, 

oder in alphabetischer Ordnung 

aSßy8 — ßSy8a'^yS8aß''8Saßy = 0, 

oder endlich 

88aßy = aSßy8^ ßSy8a'}'yS8aß, 

und mit einer erlaubten Aenderung 

88aßy = aSßy8 + ßSya8 + yS^aß8. 

Unverzagt, Quaternionen. 13 



194 Fünfter Abschnitt. 

(IIL) Es ist auch 

dSaßy = YaßSyd + YßySad + YyaSßÖ. 

Die Ableitung dieser Fonnel kann dadurch erfolgen, dass man 
Y(ydaß) einmal setzt 

Y(r.daß) =^Y.y{8daß + Ydaß) 

^y8aßd + Y.y{d8aß—aSßd + ß8da) 

= y8aßd + Y.y98aß-Y.yaSßd 
+ Y.yß8da; 

und danii, dass man für Y{ydaß) setzt 

Y{yd.aß) = Y.(8yd + Yyd) {Saß+Yaß) 

= Yaß8yd + YydSaß'\-Y.YydYaß 

= YaßSyd + YydSaß — Y.YaßYyd 

= Yaß8yd -{-YydSaß ^ d8.aßy+ yS.aßd. 

Durch Gleichsetzung der beiden Ausdrücke erhält man die verlangt 
Gleichung. 

Dasselbe Resultat lässt sich aber auch mit Hille dreier Unbekannten 
X, 7, z finden. Setzen wir nämlich 

(5 = xYaß-^jYßy + zYya, 
80 ist 

y ^ = XyYaß + JyYßy + IjyYya, 

daher 

8yd = TSyYaß = x8aßy, 

da die Glieder mit y und z wegfallen. Denn wir haben 

SjyYßy=.j8yßy = ySßy^ 
= yy2S|J=0. 

Ebenso haben wir S z y V y a = 0. 

Daher ist z = Syd : Saßy. 

Die Werthe von y uriS z findet man durch Entwickelung von 8 ad 
und 8ß8. Man bekommt so 

y = Sa8 : Saßy, 
z = Sßö : Saßy. 
Ein ähnliches Verfahren kann dazu dienen, um den Ausdruck in ü. 
für dSaßy zu entwickeln. Setzen wir nämlich 

(J = Xa + yjJ + Zy, 

SO ergiebt sich hieraus, wenn man der Reihe nach mit S . /? y , 8 .ya und 
S . a /S auf diesß Gleichung operirt, 

8ßy8 = xSaßy , Syda= — jSaßy, 
S8aß = zSaßy. 
Die aus den drei letzten Gleichungen entwickelten Werthe von x, y, z 
fahren durch Einsetzen auf die genannte Relation. 

(IV.) Ueber das Product von vier Vectoren mögen hier noch fol- 
gende Sätze folgen. Aus dem oben stehenden Ausdrucke 
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Saßyd = aßyd + dyßa 
blgt 

8dyßa ^ Saßyd. 

Ausserdem ist 

Saßyd = S.[S{aßy) + V(ajJy)]d 

= S(Yaßy)d = SdY (aßy) = Söaßy, 

i. h. eine cyklische Aenderung in der Faetorenfolge ändert den Werth des 
Sealars nicht. Diess sind aber die einzigen einfachen Selationen, die 
Ewischen den Sealaren der Producte von vier Vectoren bestehen , indem 
ier nächstfolgende Satz zeigt, dass jede andre Vertauschung von Factoren 
ganz vefschiedenwerthige Producte ergiebt. Es ist 

Saßy8=a(8aßy + Yaßy)8 = S.{Yaßy)d 
= S(aSj9y-~ ß8ya + ySaß)d 
= S{a88ßy'- ßdSya + ydSaß) 
= Sa88ßy — 8ßd8ya + 8ydSaß 
= 8aß8yd '-SaySßd'^'SadSßy. 

Mit Benutzung dieses Satzes finden wir 

8aßdy = Saß88y — 8a88ßy + 8aY8ß8, 

woraus sich keine einfache Beziehung zwischen den Sealaren von aßy 8 

nnd aß8y ergiebt. 

Setzt man 

Yaß = aß — 8aß, 
80 sieht man, dass 

8{Yaß.Yy8) = 8{aß — 8aß) {y8 - 8y8) 

= 8aßy8 -- 8aß.8y8 

ist, und hieraus ergiebt sich mit Benutzung des oben stehenden Aus- 
druckes für 8aßy8 

8(Yaß.Yy8) = 8aß8y8 — 8ay 8ß8. 

Die vorstehenden Formeln mögen genügen, um die Menge von Aus- 
drücken zu zeigen, die sich ergeben durch Umwandlung der Producte von 
Vectoren. Jede der so erlangten Gleichungen kann z. B. auf die Kugel- 
fläche angewendet zur Herleitung von Sätzen der sphärischen Trigonometrie 
benutzt werden. 

7. — Welchen Eeichtbum an Transformationen selbst ganz einfache 
Vectorenausdrücke zulassen, wollen wir an zwei Beispielen zeigen. Liegt 
in der Mitte der Strecke a^ a, und bezeichnen wir o a mit a, o a^ daher 
mit — a; während für einen beliebigen Punkt m der Vector om mit q 
bezeichnet wird, so ist 

(1.) T(^ + a) = T(^-«) 

der Ausdruck für die Gleichheit der Längen nta und mai. Für ein va- 
riables Q gilt also diese Beziehung von allen Punkten m der in o auf 

13* 



196 Fünfter Abschnitt. 

aai senkrechten Ebene. Dieselbe Beziehung wird aber auch ausgedmcU 
durch 

(2) (a + «)2 = (o - a)2, 

welches entwickelt giebt 

(»2 + 2Soa + a« = e^ - 2S^a + a2, 
woraus sich dann der dritte Ausdruck 

(3) So« = 

für dieselbe Beziehung ergiebt. Diese letzte Gleichung ist aber auch 
wiedergegeben durch 

(4) ao + ^a = 0, 
statt welcher wir auch setzen können 

(5) ao + Kao = 0, 

(6) SU(a:(») = 0, 
oder endlich 

(7) TVU(o:a) = l. 

Auch die Gleichung einer um o mit dem Radius a beschriebenen 
Kugelfläche lässt für den Abstand q eines ihrer Punkte vom Mittelpunkte 
folgende Formen zu: 

(1) To^T«, (2) ^2 = «2, (3) T(^:a) = l, 

<^' («i)*-(^T)"='- 

(5) S(o + a) (^-a) = 0, 

(6) T(^ + a) {o-a) = 2TYaQ, 

(7) p = (o4-«)-i.«(^ + «), 

(8) (o + «)^-2Sa(o + a) = 0. 

Aus jedem dieser verschiedenen Ausdrücke, die einer aus dem anderen 
herleitbar sind, lässt sich, wie wir sehen werden, eine geometrische Eigen- 
schaft des Kreises oder der Kugelfläche herauslesen, so dass diese Gleich- 
ungen selbst als der Ausdruck dieser Eigenschaft mittelst Quaternionen 
aufgefasst werden können. 

8. — Wir fügen noch ein Beispiel über die Transformation eines 
Ausdrucks bei. — Es soll der Scalar von Vaß . Y ßy gesucht werden; 
dann ist 

S(Yaß.YßY) = S.YaßYßy = S.aßYßy = 8aY..ßYßy 

= — SaY.{Yßy)ß = SaY.{Yyß)ß 
= 8.aY{rß)ß=S.Y(yß)ßa 
= SYyßYßa = S.Yyß,Yßa = etc. 

Indem wir mit dem letzten Ausdrucke wieder bei einer Form ange- 
langt sind, die der ersten ähnlich ist, können wir daraus noch eine ganze 
Reihe ableiten, die aus den vorstehenden durch Vertauschung der Vectoren 
entstehen. 
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9. — Bei verschiedenen Eechnungen mit Vectoren und Quaternionen 
elangt man auch wieder zu dem Imaginären der Algebra. Sollen wir 
. B. die Vectoren der Schnittpunkte der Geraden 

üt der Kugelfläche, deren Gleichung 

st, suchen, so ist 

u setzen. Wir erlangen dadurch die quadratische Gleichung 

reiche zu reellen, gleichen oder imaginären Werthen des x führt je nachdem 

In dem letzten Falle ergiebt sich für x ein Werth von der Form 
i + b V— 1. Es ist aber jetzt V— 1 durchaus kein Vector, sondern, wie 
dch aus der Herleitung ergiebt, ein Scalar, dem nun auch als. Scalar die 
Eigenschaft der Commutativität zukommt. Die Kechnung mit Vector- 
)der Quaternionenausdrücken , welche Y — 1 enthalten, bietet keine Schwie- 
rigkeit. Diese Ausdrücke lassen sich immer auf die Form bringen 

q -^ qi + qa V^» 

worin q, und q2 reöUe Quaternionen sind, und da hierin \/ — 1 ein Scalar 
ist, so haben wir 

S(q, + q2 V^^) = Sq, + V=T Sq„ 

V(qt + q^ V- 1) - Vq^ + V-1 Vq,. 
Den Tensor einer solchen complexen Quaternion finden wir nach dem 
Satze dass 

(Tq)2 = qKq = (Sq + Vq) (Sq-Vq) 

= (Sq, + Sq^yf-l + Vq, + Vq, V-_l)_ 
• (Sq, + Sq, V-1 ^ Vq, - Vq, V-1) 
= (S q, + S qj V- 1)» - (Vqi + Vq, V" 1)» 
= (Tq,)2 - (Tqj)2 + 2 V^ . S(q, Kq,). 

Aus dieser Forni des Tensors sieht man, dass der Tensor einer com- 
plexen Quaternion zu Null worden kann, ohne dass die Elemente qj und 
q.^ es sind. Es braucht nur T qi = T qj und S (q, K q.^) =■ zu sein. 

Allgemein kann das Product qr zweier complexen Quaternionen Null 
werden, ohne dass q oder r Null ist. Denn ist 

q.r = (qi + q2 V^l) (^i + r, V=^)» 
80 fahrt "" q = q2 (« + V l)i 

r=(«-V=^)ri 
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ZU einem Producte Tom Werthe Null, wenn T« = 1 ist. (Vergl. Tait 
Quateroions, Gap. m.), 

Hamilton nennt 

q = qi + q2 V— i 

eine Biquaternion und q = a-\-ß V — 1 einen Bivector. Wir habes 
schon früher (§. 42, 1) den Namen Biquaternion für die Yerbindmig 
einer goniometrischen und einer longimetrischen Quatemion benutzt und 
halten uns dazu berechtigt, da Hankel in seiner Theorie der complexen 
Zahlen nachgewiesen, dass die Sätze über Quatemionen sowol für reelle 
wie für complexe Sealare gelten. Man kann, wo es nöthig ist. Aus- 
drücke von der Form 

qi + q« V^^ 
einfach als complexe Quatemionen bezeichnen. 



§. 64. Anwendimg der Quatemionen in der Geometrie. 

1. — Sätze der Planimetrie. 

(I.) In einem Parallelogramme ist die Summe der Quadrate 
Diagonalen gleich der Sunune der Quadrate der Seiten. 

Sind in dem Parallelogramme a b c b die Seiten a b = b c = ff, 
ab = b c = ^, so ist ac = a 4" ft bb = jJ — a, daher 

ac2 = (a -f ßy = a2 4- 2Saß + ß^, 
bb« = (« — ß)^ =^ «2 — 28aß 4- jJ^ 

mithin ac^ + bb« = 2«» + 2ß^ = ab» + bc» 4- cb» 4- ba». 

(II.) Höhengleiche Parallelogranmie über derselben Orundlinie sind 
flächengleich. 

Es seien abcb und abCjbj die beiden Parallelogramme, und es sei 
ab = a, ab = /}, so ist nach §. 50, 2 

Inhalt abcb==TVajJ, 
Inhalt abc, b, = TV« (ß 4- 1«), 

da ab| = /? 4~ ^^ ^^^' ^^^ ^^ ^^^^ 

TV« (jJ 4- xa) = T V (a/J 4- ita») = T VajS, 

weil X «2 ein Scalar, sein Vector also gleich Null ist. 

(III.) Die Summe der Aussenwinkel eines Dreiecks ist vier Beehte. 

Ist 17 ein Einheits-Yector senkrecht zur Ebene des Dreiecks, und sind 
ü, /i, V die Winkel, welche die Verlängerungen der Seiten a, b, c 
Dreiecks mit b, c, a machen, so ist 

— Eü — 
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« 

wobei «, ß und y Einheits-Vectoren in den Sichtungen der Dreiecks- 
seiten vorstellen. 



Daher ist 




2X 




ß-ri^ . a, 




2u 2/i 2A 




y — '?^.jS-^^ ^n "^ 


«1 


2 V 2 V 2 ^ 


2/1 


a — n^ . y — n'^ * n "^ 


. 1/ ^ a. 


Es muss mithin 




2v 2w . 2>l 

4- — .^ -i- 


1 



sein. Diess ist nur möglich, wenn der Exponent an ri ein gerades Viel- 
faches von zwei ist; setzen wir ihn also vier, so ist 

Kürzer folgt dieses Besultat daraus, dass 



Uf-^.^.i-")=.list. 
V y ß a / 



(IV.) Was stellt aj9a-i = ^ dar? 

Zuerst sieht man, dass q ein Vector von der Länge T ß ist, da sich 
die Tensoren von « und «-^ tilgen. Ferner ist 

ßaq = ßa'ißa-^ = a^/jz^-i , 
und mithin 

Es liegt also g mit a und ß in einer Ebene. Endlich ist 

8aQ = 8Qa=:Saß a~^ , a = Saß, 

SO dass Q und j^ mit « gleiche Winkel bilden, aber offenbar auf entgegen- 
gesetzten Seiten von «, weil sonst « mit ß zusammenfiele. 

Ist also ß ein einfallender Lichtstrahl in einem Punkte einer Fläche, 
wo a die Normale ist, so liegt q in dem reflectirten Strahl. 

Das letzte Besultat folgt auch durch Vergleichung der Versoren von 

— und -T-. Denn aus 
a ß 

Q = aßa^^ 
folgt Q a = aß, 

und hieraus 

a ß 

(V.) Sind ab = «, Bc = ß, cb = y, ba = d die Seiten eines 

Ereisvierecks, so ist 

Ta.Tß .Ty 

« ^y = Td 
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Denn far die Einheitsyectoren a^, /?,, 7^1, d^ in den Bichtungen von 
«, ß, y, d finden wir 

a^ ß^ = —COSaß -^ rjSmaß, 

Yfo <^ aß der an b liegende Aussen winkel und ?/ senkrecht zu aß ist. 

Dieser Aussenwinkel aß ist aber auch gleich dem Innenwinkel bei b, 
dessen Nebenwinkel yd ist. Daher ist auch 

«jjj, = (C08yd -\-riSiRyd). 

Da ferner d^ . yj = cos y d + »? sin y d , also d| = (cos y 5 + 17 sin y d) . yj, 
so wird O] /?! yi = d| und hieraus mit Einfuhrung der Tensoren 

^ Ta.Tß.Ty ^ 

^ßr = Td — ^• 

Hieraus folgt 

aj9yd = _Ta T/5 Ty Td. 

Wenn das Ereisviereck ein überschlagenes ist , so wird a ß y 8 zu einem 

positiven Werthe. 

Fällt b mit a zusammen, so wird die Seite ba zur Tangente. Für 

Einheitsyectoren ist also 

^1 =^ «1 ßi 7i 
der Ausdruck für den Einheitsvector in der Kichtung der Tangente im 

Punkte a des um abc beschriebenen Kreises. Es sind daher 

^0 = cißh Qt = ßyai Qc = yaß 
Vectoren in der Eichtung der Tangenten in den Ecken a, b und c an den 
um a b c beschriebenen Kreis, wobei T^ = TaTj8Ty. 

Direct lässt sich zeigen, dass q == aßy (wenn a, j5, y derselben Ebene 
angehören) die Tangente in q ist, durch folgende Schlussweise: 

g = aßy = aß^ß-^ y = ß2J. ^ = ^ {T ß)^ j y . 

Der Versor von — , der jS in die Eichtung a dreht, dreht also 7 in 

die Eichtung von (>, d. h. Winkel aß ^ Winkel y q, die bekannte Eigen- 
schaft des Peripheriewinkels und des Winkels zwischen Sehne und Tan- 
gents, es muss also q in der That ein Yector sein in der Eichtung der 
Tangente in a. 

Drückt man (für das Kreisviereck) in ab. bc.cb.ba = ±e2 die 
Seiten durch die Differenzen der Vectoren der Endpunkte aus, und seien 
jetzt die Vectoren von a, b, c, b bezüglich a, ß, y, ö, so erhalten wir 

iß-^) ir-ß) (^-r) (a-ö) = ±e2; 
betrachten wir nun b als einen variabeln Punkt mit dem Vector ^, so ist 
hieraus leicht die Gleichung des Kreises ableitbar in der Form 

Y{a-ß) {ß-^y){y~Q) {g^a) = 0. 

2. — Stereometrische Sätze. 

(I.) Directer Nachweiss, dass wenn a, jS, y drei coinitiale aber nicht 
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somplanare Vectoren sind , S{aßy) oder 8 . aßy gleich dem negativen 
sechsfachen Volumen des Tetraeders, wovon a, ß und y drei an einer Ecke 
Liegende Kanten sind. 

Es ist 8.aßy = 8{8aß + Yaß)y = 8{Yaß)y, weil 8.(8aß)y als 
Scalar eines Vectors gleich Null ist. Nun ist 

Yaß = TaTßsmaß.ri, 

wenn ri ein zu. aß senkrechter Einheitsvector ist; daher haben wir 

8.aßy = 8{Yaß)y = TaT!ßsinaß8riy 
= — TaTßTy 8ia(aß) COS(?/y) 

= — abc sin (ab) cos(?yy). 
Hierin ist aber ab sin ab der doppelte Inhalt des Dreiecks mit den 
Seiten a und ß^ während c . cos (i/ y) gleich c mal dem Sinus des Neigungs- 
Tvinkels der Kante c gegen die Ebene ab ist; mithin ist 

— S.ajJy = 6Vol(abc). 

(II.) Die Bedingungen zu finden, unter denen die von den Ecken 
eines Tetraeders auf die Gegenseiten gefällten Lothe durch einen Punkt 
gehen. 

Es seien die von der Ecke b des Tetraeders ausgehenden Vectorkanten 
ba, bb und bc mit a, ß und y bezeichnet, dann ist Yßy ein Perpendikel 
auf ßy, das wir von a aus gezogen denken, und Yya ein Perpendikel auf 
y a, das von b aus geß.llt sei. Schneiden diese Lothe einander in e , so 
ist abc ein Dreieck, und da ab = jS — a, so haben wir in /9 — «, Yßy^ 
Yya drei Vectoren derselben Ebene; es ist also 

8l{ß--a).Yßy,Yya'] = 8{ß — a)Y (Y ßy .Y ya) = 0. 

Nun ist nach §. 53, 5, V, 

Y {Yßy. Yya) = -^ySßya, 

also 

S (|9 - «) V (Yßy . Yya) = - S{ßy — ay)8ßy a 

= {8ßy — 8ay)8ßya = 0. 
Mithin ist 8ßy = Say. Nun ist 

ba2 + bc2 = «2 + (y- i5)2 = «2 ^ |J2 _)- y2 _ 28ßy 
==«24. ß2^y2 — 2Say 

= (y — a)2 + p = ac2 + bb2, 
d. h. als Bedingung dafür, dass die Höhen im Tetraeder durch einen 
Punkt gehen, finden wir, dass die Summe der Quadrate von je zwei 
Gegenkanten dieselbe sein muss. 

(III.) Ist abcb ein räumliches Viereck, dessen aufeinander folgende 
Seiten a, ß, y, d sind, so ist aßyd eine Quaternion, deren Vector dem zu 
a führenden Kadius der dem Viereck umschriebenen Kugelfläche parallel geht. 

Es ist nämlich das Product 

ab .bc.cb.ba = {ah . bc . ca) . (ac . cb .ba): (Tac)^. 
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Nun stellen die beiden in Klammer stehenden Producte die Tangenten 
dar, die in a an die um die Dreiecke abc und acb beschriebenen Kreise 
construirt werden können. Nennen wir dieselben als Vectoren tj und tj, 
so ist also ab . bc . cb . ba.= r^ . tj : (Tac)^. 

Die beiden genannten Kreise liegen aber auf der um abcb beschrie- 
benen Kugel, nnd t, und t.^ sind daher auch Tangenten an diese Kugel. 
Tj Tj selbst ist eine Quaternion, dasselbe gilt von t^ zj : a c^, weil a c^ ein 
Scalar ist. Der Vector dieser Quatemion ist senkrecht zu den beiden 
Tangenten tj und tj, mithin senkrecht auf der dadurch bestimmten Be- 
rührungsebene, er geht also parallel zu dem Kadius des Berührungs- 
punktes 0, was wir beweisen wollten. 

(IV.) Durch ähnliche Betrachtungen lässt 9ich nun nachweisen, dass 
das Product der fünf Vectorseiten eines räumlichen einer Kugel einge- 
schriebenen Fünfecks ein Tangentenvector im Anfangspunkt des Fünf- 
ecks ist. 

Es ist nämlich kurz 
ab . bc . cb . be . ea = (ab . bc . ca) . (ac . cb . ba) . (ab . ht . ca) : (ac^ . ab^) 

= Tj . r2 . ^3 : (ac^ . al)2), 
wo leicht nachzuweisen, dass t^, t^, t^ Berührende in a an die Kugel sind, 
mithin in einer Ebene liegen und zum Product einen complanaren Vector 
T geben , da S t, tj rg = ist. Betrachten wir den Punkt m als einen 
variabeln Punkt der durch o, a, b, c gelegten Kugelfläche, nennen die Vee- 
toren von a, b, c, m bezüglich c/, jJ, 7, q, so ist nach dem vorstehenden Satze 
in dem räumlichen Fünfecke oabcm das Product der fünf Vectorseiten 
ein Tangentenvector, der Scalar daher Null, mithin 

Saiß^a) (r-ß) {g-r) (-q) = 0. 

Die Entwicklung der linken Seite giebt 
oder 

Q^Saßy = a'^Sßyg + ß'^SyaQ 4- y^Saßg 

als Gleichung der Kugelfläche durch die Punkte 0, a, b, c. Dass die Veo- 
toren dieser Punkte in der That dieser Gleichung genügen, ergiebt sich 
durch Einsetzen von 0, a, ß, y fwc q. 

Die Gleichung lässt sich mit Benutzung der auf das Tetraeder oabc 
bezogenen Baumfunctionen des Punktes m auch auf die Form bringen 

^2 = „2 Cos, m + j?2 Cos;^ m + 72 C0S3 tn, 

woraus sich als Gleichung des Kreises durch 0, a, b ergiebt 

q2 = «2 Cosj m + j92 C0S2 m, 

Besultate, die sich leicht auf dem Wege der analytischen Geometrie be- 
stätigen lassen. 
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Aus der oben stehenden Gleichung der Kugelfläche, wobei der Anfang 
der Vectoren auf der Fläche selbst liegt, lässt sich für einen beliebigen 
Anfang o derselben, und wenn wir mit a, ß^ y, d, q die Vectoren der vier 
festen Punkte a, b, c, b und des variabeln m bezeichnen, als allgemeinere 
Gleichung finden 

S{a-^ß) (ß-y) (r-d) (ö^q) (o-a) = 0. 

Allgemein lässt sich auch beweisen, dass das Product der Seiten 
eines Polygones, welches einer Kugel eingeschrieben ist, entweder einen Vector 
liefert, der die Kugel im Anfangspunkt des Polygones berührt, oder eine 
Quaternion, deren Axe mit dem Eadius des Anfangspimktes des Polygones 
zusammen Mit, je nachdem die Eckzahl der Figur ungerade oder ge- 
rade ist. 

3. — Die Grundformeln der ebenen Trigonometrie. 
(I.) In jedem Dreiecke a b c ist 

• ac = ab + H 

daher ac^ = ac. ab + <i<^-6c, 

nnd folglich Sac« = S(ac . ab) + S(ac . bc), 

oder — (Tac)2 = — TaCvTab.cosA — Tac.Tbc.cosC, 

und in der gewöhnlichen Bezeichnung 

b2 = bc cosA + bacosC, 
oder b = a cos C + c cos A. 

(IT.) Ferner ist 

ab . ac = ab2 + ab.bc. 
Nimmt man nun von beiden Seiten den Yector, so ist, da 

V(ab2)r= V(— c2)=.0, 
V(ab.ac) = y(aB.bc), 
oder c b sin A . ?y -= c a sin B . 1/, 

mithin bsinA = asinB. 

(lU.) Endlich ergiebt sich leicht aus 

bc = ac — ab, ^ 
bc2== (ac — ab)2= ac2— 2Sac.ab + ab^, 
oder _ a2 = — b2 + 2bc cos A — c^, 

d. h. a» = b2 + c2 — 2bc cos A, 

4. — Die Grundformeln der sphärischen Trigonometrie. 

(I.) Es seien «, j?, 7 die Einheitsradien nach den Ecken des sphäri- 
schen Dreiecks a, b, c. Dann ist, wenn wir die Winkel des Dreiecks mit 
A, B, C, die Bogen mit a, b, c bezeichnen, 

8aß = — cosc, 8ßy = — cosa, 87« = — cosb, 
TVajJ=sinc, TV^7 = sina, TV7a = sinb. 
Sind femer a^ b', c' die Ecken des Polardreiecks von a, b, c, so ist 
UVa^ = OC', ÜVjJ7 = oa', UV7a = 0b'. 



1 
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Folglich ist 

S.VYaß üVjS7 = — cos(jr — B) = cosB, 

S.UVj^y JJYya = -- COS(;r — C) -= COS C, 

S.XJVya JJYaß= — cos(w: — A) = cosA, 
währ6iicL 

T(UV«jSUVj97) = sin(jr-B) = sinB, etc. 

Nun ist aber 

S(Yaß.Yßy) = S(Vaß'\'Saß)YßY = S.aßYßr 

= Sa(ßYßr)^Sa[Y(ßYßy)] 

= SaiySß^^ßSßy) nach §. 53, 5, IV, 
= ß^Say — Saß.Sßy 

=^ cos b — cos c T50S a, 
indem ß^ = — 1^ Say aber = — cosb ist.' 
Ferner ist 

SYaß.Yßy = T(Yaß).T{Yßy).S.\]YaßTJYßy 

= sin c sin a cos B, 
oder durch Verbindung mit dem oben stehenden Werthe 

cos b = cos c cos a 4" sin c sin a cos B, 
welches die eine Grundformel der sphärischen Trigonometrie ist. 
Kürzer gelangt man zu derselben Formel durch die Gleichung 

y a * y ' 

Ninunt man hiervon beiderseits den Sealartheil, so ist 

si- = si-.-^ = s-^.s^ + s.vi- V^, 

y a y a y a y 

wie man leicht findet durch Zerlegung der Quotienten in ihren Scalar- 
und Vectortheil. TJebersetzt lautet die Gleichung 

cos a = cos c cos b + sin c sin b S (oCj . obj), 
oder cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A, 

da S (0 c, . b,) = — cos (tt — A) = cos A ist. 

(IL) Um den Sinus^tz sin a : sin b = sin A : sin B abzuleiten, 

setzen wir -^ o xr o 

Y aß . Y ßy = y^ sm c . «j sin a, 

daher V . (V « j9 . Y ß)) = sin a sin c sin B . ß. 

Es ist aber auch nach §. 53, 5, VI. 

V(Va^. VjSy) = — ß^.aßy, 

und da — S a j5 7 das sechsfache Volumen des Tetraeders mit den Kanten a, /9, y ist, 

so haben wir dafür Ta TjS Ty sine sin 9, wenn cp den Neigungswinkel 

von y gegen aß ist. Die Tensoren von «, ß und y sind aber 1, daher ist 

— ßSaßy = — ß sin c sin <p. Durch Gleichsetzung der beiden Werthe 

von Y(Vaß . Y ßy) erhalten wir sin 9 = sin a sin B. Ebenso fönde man 

sin 9) = sin b sin A, und hieraus die verlangte Formel. 
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5. — Die GleichuDgen der Geraden und der Ebene. 

(1.) Die Gleichung einer Geraden, die durch den Anfang der Vectoren 
und parallel zu dem Vector a geht, ist 

(> = X a, oder V « ^ = 0, oder U^ = U/x, 

Ausdrücke, in denen überall q nur linear vorkommt, und worin überdiess 
ein unbestimmter Scalar enthalten ist. Die beiden letzten Gleichungen 
lassen sich nämlich auf die erste zurückführen, indem V a ^ = nur ent- 
standen sein kann aus einem Ausdruck von der Form 

woraus sich ergiebt 

Ebenso führt U^ == U« direct zu ^ =^ x«. 

(II.) Die Gleichung einer Geraden, die parallel zu a und durch den 

Endpunkt von ß geht, ist 

^ = j9 -j- xa. 
Daher sind 

Q = ßi + Xr« lind ^ = 1^2 + ^2« 

die Gleichungen zweier parallelen Geraden durch die Enden von ß^ und ß2, 
Gleichungen, die auch ersetzt werden können, durch 

Va(^-(3,) = 0, V«(^-i92) = 0. 
Letztere Ausdrücke ergeben sich leicht aus 

(in.) Die Gleichung der Geraden durch den Endpunkt von ß und 
senkrecht zu a ist 

Q = ß -\^ XaYaß. 

Denn es sei y ein zu a in der Ebene aß senkrechter Vector, so ist 

die gesuchte Gleichung. Zur Ermittelung von y wissen wir, dass y mit a 
und Yaß eine rechte Ecke bildet, dass also y = T.aYaß ist. 
Um die Länge des vom Endpunkt b von ß auf die Gerade 

Q = y '\- Xa 

gefällten Lothes zu finden, denken wir uns b mit irgend einem Punkte m 
der Geraden q = y -{-xa verbunden. Dann ist der Vector bm 

d = 7 + xa — j9. 
Ist nun d J_ zu a, so ist S8a = 0, daher 

S(y + xa~iS)a=0, 
"oder xa2 -^ S (7 - jJ) a = 0, 

Xa= — a-1 S(y — ß)a, 

folglich das Vector-Perpendikel 

d = y -^ß -a-i S(y — ß) a. 
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Um die wirkliche Länge, d. h. den Tensor von d zu berechnen, bildet 
man — d^ = (T 0)1 

(IV.) Dass Q =a -^ j.Yßy die öleichiuig einer Geraden, die dnrch 
den Endpunkt von a und senkrecht zu zwei anderen Geraden geht, welche 
parallel zu ß und y sind, sieht man leicht daraus, dass Yßy einen Yector 
darstellt, der senkrecht zu ß und y ist. 

(V.) Um den Yectorabstand d der zwei einander kreuzenden Geraden 

zu finden, haben wir 

d = ^ — ^1 = ft — ft + ^2«2 ~ ^1 «n 
wenn wir q^ und ^2 die Vectoren nach den Enden von d sein lassen. 
Dann ist 

Sdoi a2 = S (jJj — j9j) ffj 0^2% 

weil X|Saia]a2 = ^i «i^ Saj ■= 0, 

und ebenso \2^^i^^^ == i2a2^Saj =0. 

Da aber d senkrecht zu a^ und aj, so ist 

d = X Vaj «2» 
Multipliciren wir auch diesen Ausdruck mit aj 02 und nehmen den 
Scalar, so ist 

Sx V«! «2 • tt] «2 ^^ ^S . Vttj a2 (Saj «2 H" ^^\ ^2) 

= xS(Va,a2)^ = x(Va,a2)2. 
Durch Gleichsetzung dieses Ausdrucks mit dem oben gefundenen 
Werthe von S ^ a^ «2 erhalten wir 

i(V«i«2)2 = S(/?2-A)«i«2; 
daher ist 

Um die Endpunkte des kürzesten Abstandes d zu ermitteln, operiren 
wir auf 

d = ß^ — i^j 4* ^2 ^2 — ^1 "1 = ^ Vaj «2) 
worin x nun schon bekannt ist, mit S . aj und S . «2 ^^^ erhalten dadurch 
zwei Gleichungen zur Bestimmung von X| und X2. 

(VI.) Die Gleichung einer Ebene, die durch den Anfang der Vectoren 
senkrecht zu a geht, ist Sa ^ = 0, weil das q eines jeden Punktes der 
Ebene mit a einen rechten Winkel macht. 

Geht die Ebene durch den Endpunkt von ß und ist senkrecht zu a, 
so ist Q — ß ein Vector in dieser Ebene, daher senkrecht zu a, mithin ist 

SCK (Q-ß) = 

die Gleichung dieser Ebene. 

(VII.) Die Gleichung einer Ebene, die durch das Ende von y pa- 
rallel zu den Geraden 

^ = a, + Xj9, , ^ = «2 + X/J2 
gelegt ist, lautet S ft ß2 iQ—y) = 0. 
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Denn da die gegebenen Geraden den Vectoren ß^ und ß2 parallel 
gellen, so lassen sich von dem Ende von y aus die Vectoren ß^ und ß2 
n unsrer Ebene ziehen. Ausserdem ist ^ — y ein dritter Vector dieser 
Sbene; daher gilt vorstehende Gleichung für jeden Punkt der Ebene. 

(Yin.) Die Gleichung einer Ebene durch die Enden von a und ß 
and senkrecht zur Ebene S d ^ = ist 

S ((> — «) {a — ß)8=0, 
>der SQ(a-'ß)8^Saß8 = 0, 

Bveil Q — a , a — ß und ö drei Vectoren in oder doch parallel dieser 
Ebene sind. 

(IX.) Die Gleichung der durch die Enden von «, ß und y gehenden 

Ebene ist 

S(o~ «)(«-/?) (/J-y) = 0, 

weil jede der vorstehenden Differenzen einen in dieser Ebene liegenden 

Vector darstellt. Die Gleichung lässt sich umformen in 

SgiYaß + Yßy + Yya) — Saßy = 0. 

Da diese letzte Gleichung von der Form (vergl. VI.) 

Sa(Q — ß) = oder Sa^ = C 
ist, so stellt 

8 = x(Vai3 + VjJy + Vya) 

das Vector-Perpendikel von o aus auf die Ebene dar. Setzen wir 8 in die 
Gleichung der Ebene statt q ein, wodurch wir zur Bestimmung von x 
gelangen, so ist 

Sx(VajS + Yßy + Vya)2 — Saßy = 0, 
daher X ==. Saßy (Y aß + Yßy + Yya)-\ 

nüthin 8 = {Yaß+ Vj9y + Vya)-i Saßy. 

Da — Saßy = 6Vol(oabc) = 2.abc. d, 

so ist Also Yaß ^ Yßy -^^ Yya gleich der negativen doppelten Basis 
obc des Tetraeders. 

Die drei an der Ecke o liegenden Seitenflächen des Tetraeders, dessen 
Kanten «, ß und y sind, haben zum Inhalt die Tensoren von 

VaVajJ, VsVjJy, ^kYya, 

Während die vierte Seite gleich dem Tensor der drei Werthe 

V2Y{y~ay{ß^a\ V2Y {a - ß) (y - ß), 1/2 V (jS - 7) (« - y) 

ist. Letztere Ausdrücke ergeben entwickelt 

- i/2(V«j5 + VjJy + Vr«). 

Nimmt man daher nicht die Tensoren, so kann man vorstehende 
Ausdrücke die Dreiecksvectoren oder auch Vector - Dreiecke nennen. Die 
Summe dieser Flächenvectoren ist Null für das Tetraeder, wie für jedes 
andre Polyeder. 
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(X.) Der Vector - Abstand d des Endpunktes 7on ß von der Ebene, 
deren Gleichung Sa (? — 7) = ist, hat den Werth 

Denn denken wir uns von ß ein Loth auf die Ebene gefallt , so ist 
dieses parallel zu a und der Vector seines Fusspunktes ist ß -{- xa^ daher 
durch Einsetzen dieses Werthes in die Gleichung der Ebene 

Sa(jJ + xa — 7) = 0, 
oder —la^ = Sa{ß — y). 

Mithin ist d = xa = — a~^ S a (l? — 7). 

6. — Die Kreislinie und die Kugelfläche. 

(I.) Für beide Gebilde gilt die Gleichung 

T^ = T«, 
wenn wir den Anfang der Vectoren in den Mittelpunkt legen. Aus dieser 
Gleichung ergeben sich leicht die unter (2), (3) und (4) in §. 53, 7 auf- 
geführten Ausdrücke. Um die anderen dort angegebenen Gleichungen zu 
bekommen, bilden wir 

(^-f"") (? — ") = ?'"!"«? — Q^ — a2 = a^ — ^a 

= 2YaQ. 
Operirt man auf diese Gleichung mit den Zeichen S und T, so er- 
hält man die Gleichungen (5) und (6), von denen die erste den Satz aus- 
drückt, dass die Sehnen von einem Punkte der Kugelfläche nach den 
Enden eines Durchmessers senkrecht zu einander sind, während (6) zeigt, 
dass das Rechteck aus diesen Sehnen gleich dem vierfachen Inhalte des 
Dreiecks mit den Seiten a und g ist. 

Um die Gleichung (7) zu erhalten, addiren wir zu Q^ = a? beiderseits 
aQ und bekommen 

Q^ -{- aQ = «^ -f- ^ ?» 
oder ((» + «)(> = «(« + ?), 

mithin ^ =£= (^ -|- a)-i a (? + a). 

Diese Gleichung drückt aus, dass q und « mit o + « gleicha Winkel 
bilden (vergl. 1, IV, dieses Paragraphen), oder auch dass der Peripherie- 
winkel die Hälfte des zugehörigen Centriwinkels ist. 

Die Gleichung (8) endlich ist ein Ausdruck für das Quadrat einer 
Sehne, mittelst ihrer Projection auf den Durchmesser. 

Liegt der Anfang der Vectoren im Anfang des Durchmessers 2o 
einer Kugel , so ist (q — a)^ = «^ die Gleichung dieser krummen Fläche, 
die auch auf die Form q^ — 2Sa^ = gebracht werden kann, oder auf 
SQ(Q — 2a) = 0. 

Ist endlich der Mittelpunkt der Kugel im Endpunkt des Vectors ß 
gelegen, so ist 
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oder (o — ßy = a2, 

oder endlich Q^ — 2SQß = a^ — ß'i = c^ 

die Gleichung der Kugelfläche. Durch Beschränkung der Punkte auf 

eine durch den Mittelpunkt gehende Ebene stellen diese Gleichungen die 

Kreislinie dar. 

Als Gleichung der Kugelfläche, welche durch die vier Punkte o, a, b, c 
geht, haben wir schon früher gefunden 

>a = «2 CoSj m + ß^ Cosjj m + f Cosjm. 

(II.) Durch den Punkt a gehen Geraden ; den Ort der Fusspunkte der 
Lothe zu finden , die von dem Anfangspunkte o der Yectoren auf diese 
Geraden geföllt werden. 

Es sei (> = a -\- xß die Gleichung einer solchen durch a gehenden 
Geraden und d das von o darauf geMlte Loth. Dann ist 

d = a-\-zß, 
daher d^ = 8a + Jdß, 

und Sö^ = S8a, 

oder a2 — Sad = Sd(d — a) = 0. 

Diess ist die Gleichung einer Kreislinie oder einer Kugelfläche, worin 
d der variable Vector und « der Durchmesser ist. 

(in.) Den Ort der Punkte m zu finden, deren Abstände von o und 
a ein constantes Yerhältniss haben. 

Es sei n . om = am, 

oder nTQ = T{Q — a)j 

mithin n2^2 = (? — «)2 = Q^-2SaQ-^ «2. 

Dann ist q^ (1 — n2) — 2SaQ = — «^ 

/ _ « \2 _ a2n2 

V 1 - n2y ~ (1 - n2)2 ' 



und hieraus 



oder 



<^-T^) = T^- 



Diess ist aber die Gleichung einer Kugelfläche, deren Radius Tna(l— n2)-i 
ist, und deren - Mittelpunkt auf « in dem Abstände a(l — n2)-i liegt. 

(TV.) Aus der Gleichung der Kugelfläche g^ = «2 folgt für die zwei 
Punkte vXi und m-^ derselben 

^j2 = a2, Q^2 = a^^ 
Mithin ist auch 

Nun ist ^, + Qi der den Winkel q^ q2 halbirende Vector^ ^j — Q2 
dagegen der Secantenvector durch die Endpunkte von q^ und ^2* ^^^ ^^^ 
vorstehenden Gleichung folgt daher, dass diese Vectoren senkrecht zu ein- 

Dnyerzagt, Qoaternionen. 14 
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ander sind, und da an der Grenze die Secante zur Tangente wird, so ist 
dieselbe senkrecht zum Badius des Berührungspunktes. 

Mit Hilfe der Eigenschaft der Tangente, dass sie senkrecht zum 
Radius des Berührungspunktes ist, ergiebt sich leicht die Gleichung der 
Tangente in d«m Punkte q^. Bezeichnen wir die Vectoren der Punkte 
der Tangente mit r, so ist r — (»j, ein Vector in der Tangente, daher 
senkrecht zu q^. Mithin ist 

die Gleichung der Tangente, die sich auch 

Sq^t ^=1 Q^^ -= a^ 
schreiben lässt. 

(V.) Für den Kreis die Gleichung der Berührungssehne (Polare) des 
Endpunktes des Yectors ß zu finden. 

Die Gleichung einer Tangente ist Sr^ = «2. Da diese Tangente 
durch das Ende von ß gehen soll, so ist Sßg = a^. Diese Gleichung ist 
nun richtig für die Kadien g^ und q2 ^^r Berührungspunkte der von ß 
aus gezogenen Tangenten. Da sie aber, unter Voraussetzung eines varia- 
beln Qj die Gleichung einer Geraden ist, so stellt sie die durch die Enden 
von Q^ und ^ gehende Gerade, d. h. die Berührungssehne dar. 

Nöthigenfalls kann man dieselbe schreiben S /3 (t = «^ um dem Irr- 
thum vorzubeugen , als wären die variabeln Vectoren auf die Punkte des 
Kreises beschränkt. 

(VI.) Zieht man durch den Endpunkt des Vectors y Secanten an 
den Kreis und in dep Schnittpunkten derselben mit dem Kreise Tangenten, 
so schneiden die correspondirenden Tangentenpaare einander in Punkten 
einer Geraden. 

Es sei ß der Vector des Schnittpunktes zweier solcher Tangenten, so 
ist die Gleichung der Berührungssehne des Schnittpunktes Sßa = al 
Da nun diese Berührungssehne nach der Voraussetzung durch den End- 
punkt von y geht, so ist auch 

Sßr = a^- 
In dieser jßleichung ist y constant, ß variabel, daher ist der Ort der 

Enden von ß eine Gerade. 

Die Eichtigkeit der Umkehrung des Satzes lässt sich leicht nach- 
weisen. 

(VIT.) Setzt man die Berührungsebene an die Kugelfläche als senk- 
recht auf dem Kadius des Berührungspunktes voraus, so ergiebt sich leicht 

Stq^ = «2 
als Gleichung der Bemhrungsebene in dem Punkte der Kugelfläche, dessen 
Badius q^ ist. 
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Ebenso ist jetzt S(3(t = «2 üq Gleichung der Polarebene ^es End- 
punktes von ß. 

7, — Die Gleichung der Kegelschnitte. 

Den Ort der Punkte m zu finden, für welche die Abstände von einer 
Geraden und .von .einem festen Punkte ein constantes Verhältniss habeo. 
Es sei a = oa der Abstand des festen Punktes von der festen Ge- 
raden (Directrix). Dann muss für einen Punkt m des gesuchten Ortes 
sein ^ Tmo = eTmb, 

wenn e das constante Verhältniss, tnb das Loth auf die Directrix be- 
deutet. Da aber mb parallel zu a ist, so haben wir ntb = x«, daher 

T (> = e T (x a), oder q^ = e^ x^ «2. 
Nun ist ob auf zwei Arten ausdrückbar f 

ob = om + mb = ^ + xa, 
ob = oa + ob = « + yd, 
v?enn wir die Directrix parallel zu dem Vector d annehmen. 
Es ist daher q -{- xa = a -j-yd^ ^ 

a ^ -)- X «2 = «2 _|_ cj y ^^ 

S a ^ 4" ^ öf 2 = «2, 
weil S a ö = 0, indem « X d. Daher ist jetzt 

Xa2 =: «2 — Sa(>, 

und durch Einsetzen dieses Werthes von x in die Gleichung für q^ 

«2 ()2 ^= q2 ^cc2 — g oj ^)2, 

Diess ist eigentlich die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung, 
deren Schnitt mit der Ebene Sadg = den Kegelschnitt ergiebt. 

Wie mit Benutzung dieser Gleichung Eigenschaften der Kegelschnitte 
ermittelt und mit Anwendung der allgemeinen Gleichung zweiten Grades 

A,o2 + ^BS«(> SfJ() + GSyg = D 
die Flächen zweiten Grades untersucht werden, findet man in den schon 
genannten Werken von Hamilton, Tait und Kelland. 



§. 55. Die Differentiation der Qnatemionen. 

1. — Bei Aufsuchung der Gleichung der Tangente an ebene Curven 
(§. 44, 12) mussten wir Ausdrücke von der Form q =zt{t) differentiiren. 
Die unabhängige Variable t war dabei ein Scalar, und die Rechnungen 
erfolgten in diesem Falle nach den bekannten Regeln der Differential- 
rechnung. 

Dasselbe würde stattfinden, wenn uns etwa q = f(t) gegeben wäre, 
d. h. eine Quaternion als Function eines Sealars, und wenn man dq finden 
sollte. Auch bei Abhängigkeit der Vectoren oder der Quaternionen von 

14* 



212 Fünfter Abschnitt. 

mehreren Scalarvariabeln ergiebt sich keine Schwierigkeit für die Ableitung 
der Differentiale. Die in f (t) oder f (t, u) auftretenden Vectoren «, jJ . . . 
werden dabei als Constanten behandelt. 

Sobald aber die unabhängige Variable eine Quaternion oder ein Yector 
ist, so entstehen Schwierigkeiten für die Differentiation, herbeigefohrt 
dadurch, dass für diese Yariabeln das Princip der Yertauschbarkeit der 
Factoren nicht mehr allgemein gilt. Es kann nun auch, wie wir sehen 
werden, von einem Differentialcoefficienten oder Differentialquotienten nicht 
mehr die Kode sein, da aus f (q) durch Differentiation kein Ausdruck yon 
der Form V (q) d q entsteht, worin f ' (q) eine Function von q allein wäre. 
So ist z. B. für p = f (q) = q«, 

dp = q.dq4-dq.q, 
und da hierin dq selbst eine von q ganz verschiedene Quaternion ist, so 
sind die beiden rechts stehenden Froducte nicht einander gleich ; es ist 
also auch dp nicht gleich 2q . dq. Dies letzte Resultat wird nur er- 
halten, wenn q und dq complanar sind. Man sieht zugleich an diesem 
Beispiel, dass dq nicht in ein Product von dq und einem von dq freia 
Factor zerlegbar ist. 

2. — Um das Differential von Functionen zu ermitteln, deren unab- 
hängige Variable ein Vector oder eine Quaternion ist, sah sich Hamilton 
veranlasst, eine andre Definition für ein Differential zu Grunde zu legen, 
als die gegenwärtig für diesen Grenzwerth in der Analysis gebräuchliche. 
Er griff auf Newton zurück und definirte, wenn p = F(q), 

n-idp = F(q + n-idq)-F(q), 
und daraus dp = lim n [F(q + n-^ dq) — F(q)], 

wenn n sich der Grenze unendlich gross nähert. Diese Definition hat den Vor- 
zug, dass sie auf dem Gebiete der Quatemionen zu brauchbaren Besul- 
taten führt, während sie zugleich die Definition für die Differentiation 
Yon Scalarfunctionen in sich schliesst. Ist nämlich für Scalarvariabeln 

y = F(x), 
so ist nach der neuen Definition 

dy = lim n [F(x + n-^ x,) — F(x)], 
worin ij ein ganz beliebig grosser Zuwachs an x ist. Dann können wir 
setzen 

Xj : n ^ 

,. F(x + 3) — F(x) ^,,, 

= Imi -^ — ' — ^ ^^^ Xj = F'(x) . Xj . 

Hierin ist F'(x) die erste Abgeleitete von F(x); Xj kann dagegen jeden 
beliebigen Werth haben. Bezeichnen wir Xj in dieser Formel auch mit 
dx, so haben wir dy = F'(x)dx, wie in der gewöhnlichen Differential- 
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rechnung; nur sind jetzt dx und dy nicht nothwendig unendlich kleine 
Werthe, obschon sie es beide zugleich sein können. 'Es umfasst also die 
neue Definition von dy in der That die gebräuchliche. 

Um zuerst an einem Beispiel die Anwendung der neuen Definition 
zur Ableitung des Diflferentials der Function von einer Quatemion zu 
zeigen, so sei 

p = f(q) = q2; 
dann ist 

AP = n [(q + n-i Aq)^ - q^, 

== n [q2 + n-i q . Aq + n"^ Aq • q + n-^ ( Aq)^ - q^], 

= q • Aq + Aq . q + n-' Aq^ 

mithin für n = oo, 

Ap = qAq + Aq-q- 

Schreiben wir nun mit Hamilton, um den gemachten Grenz- 
übergang dadurch anzudeuten, d an Stelle des A« ^^ ^^ 

dp = q . dq + dq . q, 
ohne dass jedoch dp und dq nun nothwendig Quaternionen von unendlich 
kleiner Grösse bedeuten. Es kann dq eine unendlich kleine Quaternion 
sein, d. h. eine Quaternion, deren Tensor sich der Null nähert, sie braucht 
es aber nicht, und sie wird auch in den nun zu entwickelnden Formeln 
nicht als solche vorausgesetzt. Dann ist aber auch im Allgemeinen dp 
endlich. 

Die Formel 

d(q2) = q . dq 4- dq . q 

lässt sich noch umwandehi in 

d(q2) = 2S . qdq + 2Sq . Vdq + 2Sdq . Vq, 

welcher Ausdruck, wenn q zu einem Yector q wird, sich vereinfacht zu 

d(p2) = 2S;odp. 

3. — Ehe wir an die Herleitung der wichtigeren Differentialformeln 
gehen, wollen wir noch eine wesentliche Eigenschaft von 

dp = Um n [F (q + n-i dq) — F (q)] = f (q, dq) 
nachweisen, wenn wir mit f(q, dq) das Sesultat der Differentiation von 
F (q) bezeichnen. Es ist f (q, dq) eine nach dq distributive Function, 
' d. h. es ist 

f(q,r + s) = f(q,r) + f(q,s). 
Denn wir haben 
f(q, r + s) = lim n [F(q + n-i r + n-i s) — F (q)] 
= lim n [F(q + n-i r + n-i s) — F(q + n-i s) + F(q -f- n-i s) - F(q)] 
== limn [F(q + n-i s + n-i r) — F(q + n-i s)] 

+ Umn [F(q 4- n-i s) — F(q)] 
= f(q,r) + f(q,s). 



214 Fünfter Absclmitt. 

Ein besonderer Fall vorstehender Formel ist 

f (q, xr) = f (q, r + r + . . . + r) = xf (q, r). 
Stellt man durch Definition fest, dass 
dF(q,r,s...) = Limn [F(q + n-i A<lir+ n-i A^, • • •) — ^(<1' ^' s ..)], 

worin q, r, s . . . A^li A^i As • . • ganz willkürliche Quaternionen sind, so 
können wir wieder setzen 

d F(q, r, s . . .) = f (q, r, s, . . . dq, dr, ds . . .), 
wobei f eine nach dq, dr, ds . . . lineare und homogene Function ist, die 
man erhält, indem man F nach q, r, s einzeln differentiirt und die Summe 
der erhaltenen partiellen Differentiale bildet. Es ist mit anderen Worten 
f (q, r, s, dq, dr . . .) distributiv nach dq, dr, ds. Hat man daher ein 
Product oder eine Potenz von Quaternionen zu diflferentiiren, so muss man 
nach jedem Factor einzeln differentiiren und die erhaltenen Resultate ad- 
diren ; und zwar wird , abweichend vom gewöhnlichen Verfahren , jeder 
Factor an seiner Stelle differentiirt. So ist z. B. 

d(qrs) = dq .rs + q • dr . s + qr . ds, 
d (q") = dq . q™-^ + qdq . q'"-^ -f q2dq . q™-» + . . . -f q™-i dq, 

Resultate, welche in die Ergebnisse der gewöhnlichen Differentialrechnung 
übergehen, sobald die Quaternionen complanar sind, indem dann die Fa^ 
toren vertauschbar werden. 

4. — Wie ein Kunstgriff oft rascher zum Resultate der Differen- 
tiation führt, als die Anwendung der Grundformel, möge uns die Auf- 
suchung des Differentials von p = q-^ zeigen. Nach der Definition ist 

dp = lim n [(q + n-^ A^)"^ — Q"^ ] 

= lim n (q + n-^ Aq)"^ [q - (q + n"^ Aq)] q-^ 

== lim — n (q + n-^ Aq)~^ • ^~^ Aq • q~^ = — q~^ ^q • q~^- 

Leitet man dagegen aus q q-^ = 1 das Differential 

dq .q-i + qdq-i = 
ab, so ergiebt sich aus diesem Ausdruck sofort 

d q-^ = — q-i d q . q-^ , 
welches für complanare Quaternionen zu dq-^ = — q-^dq wird. 

5. — Für die Differentiation der Functionen von Quaternionen ergeben 
sich nun folgende Gesetze. Es ist 

(I.) de = 0; (II.) dcf (q) = cdf (q) ; (HI.) d [f (q) . c] = df(q) . c; 

(IV.) d [P,(q) + F2(q) + FaCq) + ...] = dFi(q) + i^q) + dP3(q) + • .- 
(V.) d[y(q)v;(q)] = d gp (q) . i/; (q) + 9p (q) d t/; (q) ; 

(VI.) dq-"» = d(q-i).q-"^-^i + q-^d(q-i).q-°» + 2^.__[.q-m4-i.d(q-i) 

= — q"^ dq . q-"^ — q~2 dq . q-m+i .j_ _ , _ q-m dq . q-i, 
wenn m eine ganze positive Zahl ist. 
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Ist eine Potenz mit gebrochenem Exponenten zu differentiiren , so er- 
geben sich Schwieri^eiten. Um z. B. d ^q zu finden, setzen wir p2 = q, 

dann ist 

dq = p . dp -f dp . p. 

Um diese Gleichung nach dp aufzulösen, multiplicirt man sie mit 
p und in Kp und addirt die Producte. Dadurch bekommt man 

pdq-f dq.Kp = (p2 + 2pSp + Tp2)dp, 
^woraus sich nun leicht dp = d^/q ergiebt, ausgedrückt in |/q und dq. 
Vorstehende Ableitung rührt von Hamilton her. Aus derselben geht 
hervor, dass zur Auffindung des Differentials einer Wurzel aus einer Qua- 
temion die Lösung einer Quaternionengleichung nöthig ist, eine Aufgabe, 
die wegen der Nichtvertauschbarkeit der Factoren rasch zu grossen Schwie- 
rigkeiten führt, wie der nächste Paragraph noch zeigen wird. 

Sind q und dq complanare Functionen, so erfolgt die Differentiation 
nach den Kegeln der Analysis. So ist, wenn « ein Einheitsvector, 

ftt = cos '/27r t + « • 9i>^ Va^ t, 
daher Aa^ = (— ^kn . sin*/2;rt + V2jr« . cos*/27rt)dt 

= 1/2 7. [cos i/27r (t + 1) + « sin V2n{t + 1)] dt. 

Um daher da* zu finden, wenn a kein Einheitsvector, haben wir 

da* = d(Ta)* . (Ua)* = (Ta)* . l(Ta) . (U«)* + (Ta)* . d(Ua)* , 

wobei (Ta)* als Scalar differentiirt wurde; da femer 

d (U«)* = V27r [cos V2n (t 4- 1) + Ua sin 'kn (t + 1)] dt 
= V27r(Ua)* + idt, 
SO ist da* = (ITa + i/2jr U«) a* .dt. 

6. — Differentiation von Ausdrücken, worin 

Sq, Vq, Kq, Tq, üq 
vorkommen. 

(I.) Da Differentiiren eine distributive Operation ist, so haben wir 

dq = d(Sq + Vq) = dSq + dVq. 
Da aber auch 

dq = Sdq + Vdq, 

so erhalten wir durch Vergleichung 

dSq = Sdq imd dVq = Vdq. 

(LI,) Da ferner Kq = Sq — Vq ist, so haben wir 

dKq = d(Sq - Vq) = dSq — dVq = Sdq ~ Vdq = Kdq. 

(III.) Um dTq zu finden, setzen wir 

(Tq)« = qKq; 

und da Tq ein Scalar ist, so erhalten wir 

2Tq . dTq = dqKq = lim n [(q + n~i dq) . K (q + n-^ dq) — qKq] 

= lim n [n-i . (qKdq + dq . Kq) + n-2 dq . K dq] 

= qKdq + dq . Kq = qKdq + K(qKdq) 

= 2S (qKdq) = 2S(Kq . dq), 
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ein Besultat, das sich auch direct aus dq Kq = dq . Eq -f- 4 • dKq finden 
lässt. Daher bekommen wir ^ 

dTq = ^-^^^q^^^ = S(KUq .dq) = S(Uq-i . dq), 

oder m = sAi, und 4^=8^^. 

Tq q ' T^ q 

Das letzte Resultat kann lAan auch direct aus {To)^ = — q^ ableiten. 

(IV.) Aus q = Tq . Uq ergiebt sich 

dq = Tq.dUq + dTq.üq, 

also dq dUq dTq dlJq «dq 

"q"'"~W ~Tq~~"Üq~'^ q ' 

und hieraus — — S — = ^t • 

q q Uq 

Da die linke Seite aber V — ist, so haben wir 

q 

^dq_ dUq ^^ ^d,__dU^ 
q Uq ' Q TJq ' 

welches letzte Besultat sich auch direct aus ^ = T^ . U^ hätte finden 
lassen. 

7. — DiJBferentiation von Ausdrücken, worin Combinationen von 
U, V, S, T vorkommen.' 

Mit Benutzung des letzten Satzes in (6) können wir setzen 
(I.) dUYq_^ydq 

UVq ■" Vq • 
Sind daher dq und q complanar, so ist dieser Ausdruck gleich NnU. 
Es ist femer 

(n.) dVUq = VdUq = V ^V^ . Uq\ 
(III.) dSUq = SdUq = S fY ^ . Vq); 

(IV.) dTVUq = TVUq.S :^^= S^^ . TVUq 

_ ^ VdUq_ _ V(dq:q).Uq 
~ UVÜq "^ UVq 



= » (^T ^)='m- 



8. — Mit Berücksichtigung der im Vorstehenden gegebenen Begeln 
und Formeln hat nun auch die Bildung höherer Differentiale keine Schwie- 
rigkeit. So ist z. B. 

d2(q2) = d(dq . q + qdq) = d2q . q + 2(dq)2 + qd^q, 

d2(^2) = d2S(>do = 2(d(»)2 + 2S^d2^. 
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Ist das erste Differential von q constant, so vereinfachen sich die 
höheren Differentiale der davon abhängigen Variabein, und Hamilton hat 
gezeigt, dass dann auch der Taylor'sche Satz gilt in der Form 

f(q + xdq) = f(q) + ^df (q) + ^d2f(q) + etc. 

Die Differentiation der Functionen von Functionen einer variabeln 
Quaternion bietet keine neuen Schwierigkeiten. Man verfahrt dabei unter 
Beachtung der im Vorstehenden gegebenen Kegeln entsprechend wie bei 
Functionen von Functionen mit Scalarvariabeln. 

9. — Um an einigen Beispielen die Verwendung der Differential- 
rechnung zu zeigen, so sei der kürzeste Abstand des Endpunktes von ß 
von der Geraden ^ = 7 + x « zu finden. 

Es ist der Abstand d des Endpunktes b von irgend einem Funkte m der 
gegebenen Geraden ausgedrückt durch 

d = 7 + xa — ß. 
Damit dieser Abstand ein Minimum wird, muss 

dTd = dT(y + x« - ß) 
gleich Null sein. Es ist aber 

dTd = Td.S(a-idd) = — S(Ua . dd) = — S .(Ud.adx). 

Daher muss S (U d . «) = 0, oder d senkrecht auf « sein. Es ist 
daher auch 

Sa (y + xa - j5) = xa« -f Sa (7 — j9) = 0, 
woraus man die in §. 54, 5, III. gefundene Länge des Perpendikels wieder 
herleiten kann. 

Um den kürzesten Abstand zweier kreuzenden Geraden Q^=ß^-\- x, a^ 
und ^ = 1^2 + ^2 «2 2^ finden , setzen wir den Abstand d zweier Punkte 
derselben gleich q^ — q^. Dann muss wieder 

dT^ = dT(g3-g,) = S ^(g^-^^) 

^2 — Qi 

= S ((>2 — Qi) (d^2 — d^i) : (02 — ^1)' = 
sein, oder 

S ((>2 — Qi) («2 ^^2 — "1 ^^1) = ö- 

. Da aber Xj und Xj unabhängig von einander sind, so zerfällt diese 

Gleichung in 

S«] {Q2 — ^1) = 0, Sa3<^2 — Q^) = 0, 

woraus folgt, dass d senkrecht ist zu den Geraden a^ und aj und mithin 
parallel zu Va^ «2- 
Es ist daher 

d = Q2 — Qi = 1^2 + ^2^2 — j9i — Xj ai == xVaj a2. 

Die weitere Entwickelung findet sich §. 54, 5, V. 
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10. — Ist Q der VectOr des Punktes einer Curve und ausgedrückt 
durch eine Gleichung von der Form 

Q = f (t), 
wobei in f (t) neben dem Scalar t zwei oder drei constante Vectoren «, ß, / 

vorkommen, je nachdem die Curve eine ebene oder eine doppelt gekrünmite 

ist, so 'ist 

ig = lim n [f (t + n-i dt) — f (t)] 

ein Vector in der Eichtung der Tangente in dem Punkte der Curve, 
welcher durch den Werth t bestimmt ist. ' Die Richtigkeit dieser Be- 
hauptung ergiebt sich leicht. Ist nämlich 

om= Q = f(t) 
om, == (>^ = f(t-f-ß^^ dt), 
wobei dt ein beliebiger Scalar ist, so haben wir für die Sehne mm^ 

gleich (T 

a = ontj —om = Q^ — (> = f (t + n-^ dt) — f (t). 

Diess ist ein Vector in der Richtung der Secante nt m^. Und es ist 
auch das n fache dieses Werthes ein Vector in derselben Richtung, daher 
an der Grenze ein Vector in der Richtung der Tangente. Bezeichnen wir 
diesen Vector mit d^, so ist 

dc» = f'(t).dt, 
wo, wie wir in (2.) dieses Paragraph nachgewiesen, nun weder do noch 
dt unendlich kleine Werthe bedeuten müssen, obschon sie es sein können. 
Es ist dt vielmehr ein beliebiger Scalar und daher 

d^:dt=- Q* = f (ty 
ein neuer Vector, der parallel zu der Tangente der Curve von dem An- 
fang aus gezogen gedacht werden kann. Dann bilden die Enden dieser 
Vectoren q* wieder eine neue Curve. Stellt nun t die Zeit dar, die bei 
Beschreibung der Curve durch einen Punkt von einem gewissen Momente 
an verfliesst, so ist d(>: dt gleich der Geschwindigkeit v. Denn falls dt 
unendlich klein ist, so ist d^ =^ ds und v = ds : dt. In dem Ausdrucke 

d^:dt = f (t) 

wird aber nichts geändert, wenn dt nicht unendlich klein ist, da d(> in 
demselben Verhältniss zunimmt wie dt. Es ist also ganz allgemein 
d() : dt = V. Daher stellt g* = Aq : it die Geschwindigkeit nach Grösse 
und Richtung dar, und es ist ^' = f (t) die Gleichung der Geschwindigkeits- 
curve oder des Hodographen von Hamilton. 

Da die Acceleration der Zuwachs an Geschwindigkeit ist, der in der 
Zeiteinheit nach Grösse und Richtung zu der vorhandenen Geschwindigkeit 
hinzukommt, so ist, wenn 

?' = f(t) 

die Gleichung des Hodographen darstellt, 



Die goniometrischen Qnaternionen. — §. 55. 219 

dt "~ ^ - I (l), 

dieser Zuwachs in der Zeiteinheit, daher q*' = f ' (t) die Vector-Acceleration, 
d. h. die Acceleration nach Grösse und Richtung. Da man setzen kann 

, d^ Aq ds _ . 

^ = dt - d? • dt~"^^' 
wenn hier einmal q die Abgeleitete von q nach s ist, so ergiebt eine 
zweite Düferentiatiofi 

„ dv . , d^ ,1 dö ds 

Diese Gleichung sagt aber, dass* die Vector-Acceleration der Bewegung 

dv 
zerlegbar ist in eine Componente längs der Tangente, deren Grösse -^77, d. h. gleich 

der Tangentialacceleration ist, und in eine zweite längs der Normalen, 
deren Grösse v^ dividirt durch den Krümmungsradius ist. Wir werden 
nämlich soglaich zeigen, dass ^ = d^ : ds ein Einheitsvector in der Rich- 
tung der Tangente , dagegen ^" = d^^ : ds^ ein Vector in der Richtung, 
der Normalen, dessen Grösse gleich dem reciproken Werthe des Krümmungs- 
radius der Curve ist. 

In der Gleichung einer Curve q = f (t) ist die Variable t eine ganz 
willkürliche veränderliche Grösse. Lassen wir dieselbe einmal den von 
irgend einem Punkt der Curve aus gerechneten Bogen s der Curve sein, 

so dass wir haben 

(> = 5P(s), 

dann ist d ^ = q/' (s) d s, 

und d(> : ds = y'(s). 

Dieser Quotient ist ein Vector in der Richtung der Tangente, dessen 
Länge gleich eins ist. Diese letztere Eigenschaft folgt daraus, dass für 
unendlich kleine Aenderungen von q und s, die Differentiale ig und ds 
identisch, also d(> :ds für diesen Fall gleich eins ist. Da aber für end- 
liche Werthe von ds der Werth ig proportional dem ds gewachsen ist, 
indem g>* {s) dasselbe bleibt, so ist ganz allgemein Tqp'(s) = 1, und y'(s) 
also ein Einheitsvector in der Richtung der Tangente 

In dem Punkte s + ^s ist dieser Einheitsvector 

g)'(s + ds) = g)'(s) + 9)''(s + ^ös) .ds. 
Daher ist 

g;'(s) y'(s + 8s) = y'(s)2 + <p\s) . g)"(s + &8s) 8s 
und 

S^'CS) . g>\s + 8s) = Sqp'(s)2 + Sy'Cs) . y"(s + ^8s) ÖS, 

woraus folgt, da T gp' (s) = 1 ist, 

S9)'(s)9)"(s) = 0. 
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Es ist also qp"(s) ein zu ^'(s) d. h. zur Tangente senkrechter Vector. 

Lassen wir dC den Winkel zwischen den Einheitstangenten y' (s) und 

5P* (s + d s) sein , oder den Bogen , der die Enden dieser Einheitsvectoren 

verbindet, so ist 

dC = g.'(s + ds) — g)'(s), 

= 9>'(s) + g/'(s4-^5s)ds — g)'s = y"(s + ^ds). 8s. 

Daher ist 

dC:^S = y"(s + i9-ds), 

welcher Werth an der Grenze zu qp"(s) wird. Nun ist aber lim ös : dl 

gleich dem Krümmungsradius B, daher ist T^*\s) der reciproke Werth 

von K. Nennen wir p den Krümmungsmittelpunkt für den Curvenpunkt 

tn, so ist also 

pm=-[9"(s)]-M 
daher haben wir in 

^ = op = om — pnt = g)(s) — [^"(s)]-^ 

die Gleichung für den Ort der Krümmungsmittelpunkte oder der Evolute. 

Wir wollen für die Parabel die Gleichung der Evolute herleiten. 
Die Gleichung der Parabel ist 

Q = at + ^l2ßt^, 

d^ = (a + ßt) dt, 

ds = T(a + |Jt).dt = V^a2— |J2t2 dt, 

wenn « senkrecht zu ß oder SajS = ist. Hieraus lässt sich durch 
Integration ein Ausdruck von s in t finden. 

Es ist ferner . 

ds ^ ' ^ ds 






Aus dt:ds= [T(a + ^ t)]-i ergiebfc sich . aber 

liä---di'-M« + ^t)J --T(« + (St)a Tä' 

_ — T(« + |?t) S [ j 9 : (« 4- j?t)] dt 
— T(«4-^t)2 ds' 

_ Sig(« -h jSt) dt 
~ [T(« + iJt)P ds* 

. ds2~^ "^f^^ T(« + ^t)» "^ T(« + |St)2 
_ (« + |St) Sj? (« + jSt) - g(« + i9t)a 
- t(« + ,St)* 

wobei wir — (« + |St)» = T(a + /?t)* gesetzt haben. 



Folglich ist 



Die goniometrischen Quaternionen. — §. 55. 221 

Hieraus ergiebt sich endlich 

ili _ — (a + ßt)Ya\ß 
ds2 ^ [T(« + i5t)]4 ' 

Daher haben wir für den Vector des Krümmungsmittelpunktes 

Für {a-{- ßt)Yaß kann man setzen 

da Saß = ist. Führt man dies in vorstehende Gleichung ein, setzt auch 

SO findet man durch Eeduction auf gemeinschaftlichen Nenner und durch 
Ausführung der Division . 

Op = — t3(^2a-l + (8/2 12 + a^ß-^ ) ß 

als Vector des Krümmungsmittelpunktes und damit 

Q = — t3i92«-l 4- (3/2 12 + «2 ß-2 ) ß 

als Gleichung der Parabelevolute. • • 

Ist uns far eine Curve oder Fläche eine Gleichung von der Form 

F(p) .- C 
gegeben, so erhalten wir durch Differentiation daraus eine Gleichung von 
der Form f (^, ig) ^=0. 

Ist nun die ursprüngliche Gleichung eine Scalargleichung, wie diess 
häufig der Fall , so ist auch f {q, d g) eine Scalargleichung , die nach d q 
linear und homogen ist, und die sich daher schreiben lässt 

S(i'd^) = 0. 
Hierin ist v eine Function von q ; dagegen d g eine Tangente an die Curve 
oder Fläche. Daher drückt vorstehende Gleichung aus, dass r senkrecht 
zu d(>, also in der Richtung der Normalen des Berührungspunktes liegt. 
So folgt z. B. aus der Gleichung der Kreislinie oder der Kugelfläche 

Tg = Ta, 
oder g^ = a^, 

daher d (j2 = ^ d ^ = 0, 

also auch S gig = 0. Daher ist hier g senkrecht zur Berührenden, die 
bekannte Eigenschaft der Kreislinie und der Kugelfläche. 

Aus der Gleichung der Ellipse 

a2^2_^(Sa^)2 = - a2b2 

folgt durch Differentiation 

Daher ist a'^g + aSag ein Vector in der Richtung der Normalen, 

daher 

(J = ^ -|- X («2 o -j- « S « ^) 

die Gleichung der Normalen der Ellipse in dem Endpunkte von g. 
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11. — Wir geben zum Schluss die Lösung einiger Bewegungs- 
aufgaben. 

(I.) Ein Punkt steht unter dem Einfluss einer nach Grösse und 
Bichtung constanten Acceleration ; man soll die Bahn des Punktes be- 
stimmen. — Es sei 

» i^Q 

so ist der Hodograph eine Gerade, denn aus der vorstehenden Gleichung 
ergiebt sich 

g' = at + ß. 

Durch pochmalige Integration erhalten wir 

wenn wir die Integrationsconstante gleich !N^11 setzen. Die Bahn des 
Punktes ist also eine Parabel. 

(IJ.) Die auf einen Punkt wirkende Acceleration hat die Grösse p 
und ist fortwährend nach dem festen Punkte o gerichtet. Man soll die 
Bahif des bewegten Punktes finden. Wir haben jetzt 

^" = pU^. 
Operirt man auf diese Gleichung mit V . p, so erhält man 

V(^^'0 = pV(?U?) -= pT^o . Y(lJg)2 = 0. 
Aus V . ^ ^" = folgt durch Integration 

wobei y ein constanter Vector ist. Von der Kichtigkeit der vorstehenden 
Gleichung überzeugt man sich leicht durch Differentiation. Aus Yqq^ = y 
folgt, das Q und q* in einer Ebene senkrecht zu y liegen. Daher ist die 
Bahn eine ebene Curve; und da Yqq* dem Inhalte des Dreiecks mit den 
Seiten q und q^ proportional ist, so ist dieser Inhalt constant. Damit 
ist aber das Princip der Flächen bewiesen für Accelerationen , die 
nach oder von einem festen Punkte aus wirken. Eine einfachere Her- 
leitung dieses wichtigen Satzes ist kaum möglich. 

(III.) Ist die Grösse der nach einem festen Punkte gerichteten Ac- 
celeration dem Quadrate des Abstandes des beweglichen Punktes vom 

Centri^m umgekehrt proportional, so dass also 

p = c:T(>2, 

wobei c ein Scalar ist, so haben wir 

q" = cJJq:Tq2. 
Nun ist nach 6, IV. dieses Paragraphen 

ATT TT V ^^ TT V ^^^ U^V^d^ 

Daher ist 

iJ]Q _ _ üj» V^' _ _ JJ o.y 

dt ~ T^*^ "T^2 • 
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Durch Einsetzen des Werthes von U? in den obigen Ausdruck für 

Q** erhalten wir 

„ dUp 

^''•^ = -^-dt-' 
und hieraus g'y =: rj — cJJq. 

In dieser Gkichung ist r/ ein Vector , der senkrecht auf y steht. 
Denn q und q' sind senkrecht zu y, mithin ist Q*y selbst ein zu y senk- 
rechter Vector. Da nun U q schon senkrecht zu y ist , so muss auch 17 
senkrecht zu y sein. 

Die Gleichung des Hodographen ist 

q' = vy~^ "~ cU^ y~^ . 

Da hierin die beiden Glieder der rechten Seite Vectoren von con- 
stanter Länge sind, und da der erste auch constante Kichtung hat, so ist 
der Hodograph eine Kreislinie. 

Um die Gleichung der Bahn zu finden, operiren wir mit V. q auf 
die Gleichung des Hodographen. Es ist 

V^^' = y = V. QTjy-^ — cV. qTJ gy-^ , 

y= Y .Qi]y-^ + CT^ . y-^ . 

Hieraus folgt 

y2=(VQriy-^)y + cT^ = Si/^ + cT^. 

Es ist nämlich 

Y.Qriy-^=^Yl{SQrj + YQri)y-''\ 
= S{Qrj).y-^ , 

weil Q und rj senkrecht auf y sind, Yqtj daher in die Richtung von y 
fällt, daher V . (V (j y) y-^ gleich Null ist. 

Die erlangte Bahngleichung lässt sich schreiben 

cT g = y^ — Stjg^ 

und zeigt durch ihre Aehnlichkeit mit der in §. 54, 7 gegebenen Gleichung 
der Kegelschnitte, dass der Punkt sich in einer Curve zweiter Ordnung 
bewegt. 

§. 56. Lösung von Quaternionengleichnngen. 

1. — Die Rechnung mit Quaternionen oder mit Vectoren führt auch 
auf Gleichungen, worin die Unbekannten Quaternionen oder Vectoren sind. 
(Vergl. §. 55, 5). Die Lösung solcher Gleichungen bietet eigenthümliche 
Schwierigkeiten wegen der Nichtgiltigkeit des commutativen Principes bei 
der Multiplication der Quaternionen. Sa ist die einfache Gleichung 

a q -f q b = c, 
worin neben q auch a, b und c Quaternionen bedeuten, nicht allgemein 
dadurch lösbar , dass wir (a + b) q = c setzen. Man gelangt dagegen 
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auf folgendem, von Hamilton angegebenen Wege zur Lösung. Multi- 
pliciren wir die gegebene Gleichung mit Ea und in b, so erhalten wir 

Ea.aq + Ka.qb = Ka.c, 
oder {Ta)^ q + Ka . qb = Ka . c, 

und aqb + qb2 = cb. 

Durch Addition der beiden letzten Gleichimgen finden wir 

(Ta)2q + (Ka + a)qb + qb« = Ka.c + cb, 
oder 

q . (Ta)2 + 2Sa . b + b2) = K a . c + cb, 

woraus sich q leicht ergiebt. 

Dieses Beispiel wird zeigen, dass eigenthümliche Methoden einge- 
halten werden müssen, um Quatemionengleichungen zu losen. 

2. — Die allgemeine Form einer Quatemionengleichung ersten 
Grades ist 

a^ qb, + aj qbj + . . . + a„ q b„ = c, 

oder kürzer -Y an q bn = c 

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades ist dagegen 

-S'a^qbnqCn + J^d^qe^ = g, 

worin alle Grössen Quatemionen sind, die aber auch zum Theil in Vectoren 

oder Sealare übergehen können. Eine solche quadratische Gleichung, z. B. 

aqbqc + dqe = g, 

lässt sicl^ dadurch lösen, dass wir 

q = w.+ iiX + i2y + i3Z 

setzen und nun die Werthe von w, i, y, z zu ermitteln suchen. Diess 

könnte so erfolgen, dass wir die bekannten Quaternionen a, b, c « . . auch 

in dieser Form darstellten und die in der Gleichung angedeuteten Multi- 

plicationen ausführten. Wir erhalten dadurch auf beiden Seiten Aggregate 

von der Form 

A + Bi, + Cij + Dig. 

Setzen wir die entsprechenden Coefficienten an den i, sowie die abso- 
luten Glieder der rechten und der linken Seite der Gleichung einander 
gleich , so bekommen wir vier Gleichungen , die aber in w, x, y, z vom 
zweiten Grade sind, die also für diese Unbekannten durch Elimination zu 
Schlussgleichungen vom 16. Grade führen würden. Wir erhalten also 
auf diesem Wege schliesslich 16 Systeme zusammengehöriger Werthe der 
Unbekannten und mithin von q als Lösung der quadratischen Gleichung. 

Eine ähnliche Schlussweise würde lehren, dass eine kubische Quater- 
nionengleichung zu 81, und allgemein eine Gleichung nten Grades zu n* 
Lösungen führen würde. 

Hamilton hat diesem umständlichen Wege gegenüber versucht, die 
Lösung von Quaterniongleichungen direct zu geben, ohne auf die Ermitte- 
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lung der Elemente der viergliedrigen Normalform zurückzugehen, und er 
hat auch für ^ie Gleichungen ersten Grades mit Quaternionen oder Vec- 
toreu als unbekannten allgemeine Methoden aufgestellt, die man in seinen 
und in Tait's Elements of Quaternions findet. Wir geben hier 
nur die Lösung einiger Gleichungen ersten Grades, die wir dem Lehrbuche 
von Tait entlehnen. 

3. — Damit eine Gleichung mit einer unbekannten Quaternion für 

diese eine vollständig bestimmte Lösung ergiebt, muss in den bekannten 

Stücken sich Scalar- und Vectortheil finden. So ist q = c, wo 

c = Cq + C| i, + C2 i2 + C3 is oder = Tc . (cos 9 -f- r sin 9), 

völlig ausreichend, um q zu bestimmen. 

Dagegen führt T q = Cq, wo Cq nur ein Scalar ist, zu 

q = Co.Uc, 

worin jetzt c eine ganz beliebige Quaternion ist. Ebenso führt S q = a, 

wenn a ein Scalar ist, zu 

q = a + a, 

worin a ein beliebiger Vector sein kann. In den beiden gegebenen 

Gleichungen ist nur eine Scalarbedingung gegeben, die Lösung enthält 

daher noch drei unbestimmte Sealare. 

Auch TVq = b führt zu einer Lösung mit drei willkürlichen Sea- 
laren. Denn aus unsrer Gleichung folgt 

Vq = bi5, . 
wo ß jetzt ein willkürlich gerichteter Einheitsvector ist. Es sind daher in 

q = w + bj3 
w und die beiden zur Bestimmung der Richtung von ß nöthigen Sealare 
unbestimmt. • 

Dagegen führt V.aVq = /S zu nur zwei unbestimmten Sealaren. 
Denn S q = x gesetzt, ergiebt 

Vaq = V« (Vq + Sq) = V« (Vq + x) = /? + x«. 
Daher aq = y-f/5 + xa, 

wenn wir S a q = y setzen, und endlich 

q = a-^ jS + X -f- y «-^ . 
Die Gleichung V a q = /? 

führt zu einer Lösung mit nur einem unbestimmten Scalar. Denn setzen 
wir S a q = X, so haben wir 

S«q + Vaq = x + i?, 

aq = x + /5, 

q = «-1 (X + ß). 

Die Gleichung endlich 

aq = ß 

führt zu q = «-^ ß. 

Unverzagt, Qaateraionen. 15 



1 
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4. •— Die allgemeine Fonn einer Oleichung ersten Grades ist 

2'aqb = g, 
worin alle Grössen Quaternionen und q die Unbekannte ist. 

Man kann nun zeigen, dass die Lösung einer solchen Quaternionen- 
gleichung sich immer auf die einer Vectorgleichung zurückführen lässt. 
Es ist nämlich ^ 

aqb = Saqb + Vaqb = Sbaq + Vaqb 
= Scq + Vaqb, 
wenn wir b a = c setzen. Daher wird die obige allgemeine Gleichung zu 

-IVaqb + J'Scq = -^Vaqb + Scq = g, 
wobei 2^Scq zu Scq vereinfacht ist. Nimmt man von dieser Gleichung 
einzeln den Scalar- und den Yectortheil, so erhält man 
Sg = Scq = Sc.Sq + S.VcVq, 
Vg = 2:Vaqb = -iVa (Sq 4- Vq) b 

= -lSq.Vab + -^V(a.Vq.b) = Sq2^Vab + 2-V(a.Vq.b). 
Aus den Ausdrücken für Sg und Vg lässt sich Sq eliminiren, so 
dass uns nur eine Gleichung ersten Grades für Vq bleibt. Bezeichnen 
wir Vq mit (j, so erhalten wir eine Gleichung von der Form 

(ji = aSß Q -\- yVa^b, 
wobei wir der Kürze halber das 2: weggelassen haben. Nun ist aber 
(§. 53, 6, III) 

Q . Saßy = Naß Sy-Q + Nßy SaQ + Yya Sßg. 

Mit Hilfe dieser Formel lässt sich letzte Gleichung auf die Form 
bringen 

a^Sß^Q -}- a2Sß2Q + . . . = üaSßg = y. 

Hat man aber aus dieser Vectorgleichipig (», d. h. Vq gefunden, so 
ergiebt eine der Gleichungen für Sg oder Vg den Werth von Sq; damit 
ist dann aber q selbst ermittelt. 

5. — Wir schliessen unsre Untersuchungen mit der Lösung einiger 
besonderen Vectorgleichungen. 

Es sei Va^/3 = y. 

Dann ist 

S.aYaQß = Sar, 
8a^Qß = a^SQß = Say. 

Ferner haben wir 

S.ßYagß = SßaQß = 8ß^aQ = ß'iSaQ = Sßy. 
Nun ist aber nach §. 53, 5, IV 

YaQß = aSßQ — QSaß -}- ßSaQ = y,' 

daher 

QSaß = aSßQ+ ßSaQ — y, 

und mit Benutzung der obigen Besultate 

qSaß = a-i Say + ß-^ Sßy — y. 
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Sind a, ß und y complanar, so ist S a /? y = 0, daher 

aaßYaQß = Saßy = 0. 
Hieraus lässt sich folgern, das q mit a, ß und y complanar ist. Folg- 
lich ist 

YaQß = SaQß + YaQß = uQß = y, 

also Q = «-^ 7 j?-^ . 

6. — Es sei gegeben 

YaßQ = y, 
so folgt hieraus 

y = YaßQ = Y{Saß + Yaß) q = QÖaß + Y(Yaß) q. 

Operirt man auf diese Gleichung mit S.Yaß, so ist 

S(Yaß.y) = Saßy = S.lYaß.QSaß-rYaß.Y{Yaß)Q^ 
= SaßS.Y{aß).n, 
weil S.YaßY.Y{aß).() = S .Yaß .[YY{aß)Q + SYaß .q] 

= 8.Yaß.Y{aß).i) = S(Yaß)'^,Q = 0. 

Folglich ist 

8aßy = SaßQ.Saß, 

also Saßg = Saßy : Saß, 

und da Yaßg = y, 

so ist aj9^ = 7 4" Sa^y : SajJ, 

und Q = ß-^a-^{y-{-Saßy:Saß). 

7. — Es sei endlich 

Operiren wir auf diese Gleichung der Keihe nach mit S.a2«3, S.a^a^ 
und mit S . «j «2» so erhalten wir 

8 .a2«3«i S^t(» = S.ojaj}'» 
S.a^a^a2Sß2Q = S.a^a^y, 

S . «j «2 «3 S (^s ^ = S . «j «2 7' 
Nun ist (§. 53, 6, TU) 

88aßy = YaßSyd-\-YßySad + YyaSßd, 
also auch 

^ . S «j «2 "3 *^ßi ß^ßd = 

Vft |52S«i «27 + Yß,ß,8a.,a^y + Vft A Sr.3«, 7, 

und damit ist q bestimmt. 

8. — Um ausser der früher gelösten Quaternionengleichung aq 4 qb = c 

noch ein weiteres Beispiel vorzuführen, so sei von p = j/q das Diffe- 
rential dp zu finden. Es ist p3 = q, daher 

p^dp + p dp . p + dp . p2 = dq. 

Durch gleichzeitige Multiplication mit p und in p-^ erhalten wir 

p3dp . p-i + p2dp + pdp . p = pdq . p-i . 

Durch Subtraction dieser Gleichung von der vorhergehenden bekommen wir 

15* 



n 
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dp . p2 — p3dp . p-J = dq — pdq . p-^ , 
und durch Multiplication in p 

dp .p3 — p3dp = dq. p — pdq. 

Aus dieser Gleichung lässt sich aber dp, d. h. d|/q finden nach 

dem zur Lösung von 

aq + qb == c 
eingeschlagenen Verfahren. 

Die quadratische Gleichung 

q2 = aq + qb 
lässt sich durch gleichzeitige Multiplication in und mit q~^ umwandeln in 

1 = q-i a + b . q-i 

und lässt sich auf die Form aq -f qb = c zurückführen, wenn man auf 

beide Seiten mit E operirt. 



Sechster Abschnitt. 



Die longimetrisclien (tnaternionen. 

§. 57. Die Prodncte und Quotienten von Punkten. 

1. — Weder von Möbius noch von Hamilton wird versucht, 
den Quotienten zweier Punkte geometrischen Betrachtungen zu Grunde zu 
legen, wenigstens nicht in denjenigen Schriften dieser beiden hervorragenden 
Männer, die dem Verfasser bekannt sind. Möbius sagt sogar ganz 
bestimmt in seinem barycentrischen Calcul, dass die Operationen mit 
Funktausdrücken sich nur auf Addition und Subtraction der Punkte selbst 
beziehen könnten, entsprechend dem Zufügen und Wegnehmen materieller 
Punkte in der Wirklichkeit. Wir wollen im Folgenden den Quotienten 
zweier Punkte betrachten und die Verwendbarkeit dieses Begriffes bei 
mathematischen Untersuchungen nachweisen. 

Während Hamilton die Differenz b — a als den Vector ab definirt, 
wollen wir den Quotienten b : a als die Strecke a b nach Grösse und Rich- 
tung ansehen. 

Beide Auffassungen haben für den ersten Augenblick etwas Befrem- 
dendes. Bei Hamilton erscheint eine räumliche Grösse, eine Länge 
von endlicher Dimension, als die Differenz zweier Raumgebilde, deren 
Grösse wir als eine Art Null zu betrachten gewohnt sind. Die Erklärung 
des Vectors ab als des Quotienten b:a verlangt dagegen, dass zwei Null- 
werthe durch Division eine endliche Grösse ergeben. 

Dass aber im ersten Falle eine Verschiedenheit der Punkte a und b 
besteht, also eine Differenz, wenn dieselbe auch nur eine Verschiedenheit 
der Lage ist, sieht man leicht ein. Es kann dann auch der Abstand der 
Punkte als eine Art Mass dieser Lagendifferenz eingeführt und mit Zu- 
ziehung einiger anderen Annahmen zur Grundlage von Untersuchungen 
gemacht werden, deren Resultat eben Hamilton's Quaternionentheorie 
ist. Dass für die neue Annahme, wobei b : u gleich dem Vector ab gesetzt 
wird, die Glieder des Quotienten beide Null sind, erregt vielleicht weniger 
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Änstoss; sind wir doch aus allen Gebieten der Mathematik an solche 
Grenzwerthe von Quotienten gewöhnt und auch daran, dass ein Quotient, 
eine von seinen Gliedern ganz verschiedene Grösse liefert. Als Grenzwerth 
lässt sich aber b:a auffassen, indem wir in bbj : aa, die Punkte a, und 
b] auf parallelen Bichtungen sich q und b so nähern lassen, dass aa^ und 
bbj fortwährend gleiche Länge behalten. 

Ein andres Bedenken gegen die Auffassung eines Vectors als Quo- 
tienten ergiebt sich noch daraus, dass in Folge der Definition a : b gleich 
der Strecke ha wäre, dass also die Umdrehung eines Punktquotienten 
dieselbe Strecke ergäbe, nur mit umgekehrter Richtung. Es wären also 
ein Punktqu'otient und sein reciproker Werth der Grösse nach einander 
gleich, eiue Eigenschaft, die sonst nur den Quotienten vom Werthe eins 
zukommt. Hiergegen lässt sich erwidern, dass bei der quantitativen 
Gleichheit, die wir einfachen Punkten beilegen müssen, der Quotient zweier 
solchen Punkte und sein reciproker Werth in der That quantitativ iden- 
tisch sein können, dass die Verschiedenheit daher nur eine qualitative sein 
kann, die sich hier durch die entgegengesetzte Richtung ausdrückt. Ist 
aber ein m facher Punkt durch einen n fachen zu dividiren, also etwam.b 
durch n . a, so setzen wir dieses gleich 

m , 
— . ab, 
n 

während n . a dividirt durch m . b als Quotienten 

. ha 



m 

ergiebt. Es ist jetzt also der Quotient zweier Punkte auch quantitativ 
verschieden von seinem reciproken Werthe. 

2. — Um in Uebereinstimmung mit der Arithmetik zu bleiben, nehmen 

wir an, dass aus 

b: a = ab 

folgt b = ab.a. 

Durch Multiplication des Punktes a mit der Strecke ab wird 
also jetzt der Punkt a um diese Strecke nach Grösse und Richtung ver- 
schoben. Es ist mithin die Strecke ab ein Operator, der den Punkt a 
durch Multiplication um die Länge und in der Richtung ab verschiebt. 
Dass diese Wirkung auch auf einen beliebigen Punkt hervorgebracht wird, 
ergiebt sich leicht, wenn wir vorher noch festgestellt haben, wann solche 
Strecken als einander gleich gelten sollen. 

Da kein Grund vorhanden, wodurch die Verschiebung eines Punktes 
an der einen Stelle im Räume einen anderen Werth haben sollte, als an 
einer andern Stelle, wenn nur Grösse, Richtung und Sinn dieser Verschie- 
bungen einander gleich sind, so setzen wir auch hier ab gleich cb, oder 



F 
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b : a gleich b : c , wenn a b und c b gleich gerichtete Gegenseiten eines 
Parallelogrammes sind. Es ist daher auch 

ab.c = cb.c = — c = b, 

c 

A. K auch der beliebige Punkt c^wird durch Multiplication mit ab um 
den Vector ab verschoben. 

In dieser Eigenschaft der durch Division zweier Punkte erlangten 
Vectoren, einen Punkt durch Multiplication zu verschieben, liegt der 
wesentliche Unterschied der Quotientvectoren, wie wir dieselben nennen 
können , und der Differenzvectoren Hamilton's, zugleich auch mit die 
Berechtigung einen Vector einmal als Differenz, das andre Mal als Quo- 
tient zu definiren. Die zwei so erlangten Vectorenarten sind nicht iden- 
tisch, und wir werden daher auch später zur Unterscheidung die Quotient- 
vectoren mit lateinischen Lettern bezeichnen, während wir für die Differenz- 
vectoren die griechischen Buchstaben beibehalten. 

Aus der Gleichung b : a = b : c 

folgt, daßs ab und cb gleich gerichtete Gegenseiten eines Parallelogrammes 
sind. Es müssen daher auch ac und bb Gegenseiten, mithin auch 

c:a = b:b 
sein. Die Vertauschung der inneren oder äusseren Glieder in obiger 
Proportion ist also auch für Punkte gestattet. Wir nehmen ferner als 
Folgerung aus obigen Gleichungen an, dass 

a.b = b .c 
sei, ohne dass wir bis jetzt festgestellt, welche Bedeutung wir einem solchen 
Producte zweier Punkte beizulegen haben. Wir wissen nur, dass die Pro- 
ducte aus den Gegenecken eines Parallelogrammes einander gleich sind. 

Lassen wir aber das Parallelogramm abbc unendlich schmal werden, 
etwa dadurch, dass sich der Winkel bei a der Null nähert, so fallen an 
der Grenze die vier Punkte a, b, b, c in eine Gerade, und wir kommen zu 
dem. Kesultate , dass wenn für vier Punkte einer Geraden ab gleich cb 
ist, so ist das Product a . b gleich b . c. 

Ist das Parallelogramm abbc ein Rhombus , so fällt beim Ver- 
schwinden des Winkels an a der Punkt c auf b, und wir haben daher jetzt 

a . b = b . c = b^, 
weil jetzt b und c identisch sind. Da aber b in der Mitte zwischen a 
und b liegt, so gelangen wir zu dem Satze, dass das Product zweier 
Punkte gleich dem Quadrat des Halbirungspunktes ihres Abstandes ist. 

Aus diesem Resultat folgt sofort, dass die Pactoren eines solchen 
Punktproductes vertauschbar sind, indem 

a . b = m2 = b . a, 
wenn m der Halbirungspunkt der Strecke ab ist. 



b» b» b 
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a« *^ • c« "^ • c ■ 
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3. — Was aber haben wir uns unter dem Quadrate eines Pnnktes 
oder unter einem quadratischen Punkte vorzustellen ? Wir betrachten die Qua- 
drate von Punkten ebenfalls als Punkte, die sich an der Stelle der ein- 
fachen Punkte gleichen Namens im Baume befinden, und für welche in 
Bezug auf Addition und Subtraction ganz die Gesetze gelten, die wir in 
§. 43 für einfache Punkte aufgestellt haben. So ist namentlich 

a2 + b2 = 2m2, 
wenn m der Halbirungspunkt der Strecke ab ist; und es stellt b^ — a^ 
entweder einen quadratischen Punkt im unendlichen dar, oder es ist ein 
Operator, der zu einem quadratischen Punkte c^ addirt, diesen um ai 
verschiebt. 

Dagegen ist der Quotient b^ia^ die doppelte Strecke ab, oder ein 
Operator, der mit c multiplicirt, diesen Punkt um 2. ab verschiebt. Denn 

= e, 

wenn wir annehmen, dass a b b c ein Parallelogramm , und dass b e gleich 
cb ist. Dagegen haben wir 

b3 b^ 

c2 — = c2 — = b2 • 

auf einen quadratischen Punkt wirkt also -^ wie — auf einen Punkt erster 

Ordnung. 

Das Product von n Punkten werden wir auch als einen Punkt auf- 
fassen, den wir nter Ordnung nennen. Dann gelten für Punkte derselben 
Ordnung die Gesetze des barycentrischen Galculs in Bezug auf Addition 
und Subtraction. Der Quotient zweier solcher Punkte ist dagegen ein 
Operator, der mit einem Punkte erster Ordnung multiplicirt, diesen um 
den n fachen Abstand der Glieder des Quotienten verschiebt. So ist unter 
Beibehaltung der oben benutzten Bezeichnung 

. b^-i 
=^ . — 7 

(»n-l 

h_ _b 

• .... 
c c c 

wenn cc =: n. cb ist. 

Zu der Stelle im Räume für einen Punkt nter Ordnung, der als Product 

a.b.c...p = m" 

auftritt, werden wir durch folgende Betrachtung geführt. 

Das Product dreier beliebigen Punkte a, b, c bezeichnen wir mit m' 
und nennen m^ einen kubischen Punkt oder einen Punkt dritter Ordnung. 
Lassen wir für das Product 

a . b . c = m^ 



b^ 


— 


c . 


b- 


a» 


C" 
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das* associative Princip gelten, indem wir 

(q . b) c = a (b . c) = m^ 
annehmen, so lässt sich zeigen, dass m^ im Schwerpunkte von a, b, c liegt. 
Setzen wir nämlich a.b = q^, wo q der Halbirungspunkt von ab ist, 
so haben wir 

(q. b)c = c,2.c, 

während für b . c = a^^, wo a^ die Strecke bc halbirt, 

a(b.c) = a .a,2. 
Da wir nun Cj2 . c auf c Cj, dagegen a.a^^ auf aa^ zu suchen haben 
(es ist wenigstens kein Grund vorhanden , diese Punkte ausserhalb der 
genannten Strecken anzunehmen), so muss der Schnittpunkt der beiden 
Mittellinien aa^ und cCj der Ort des gesuchten Punktes sein. Es liegt 
also der Punkt m^ so, dass er den Abstand zwischen a und a,^ im um- 
gekehrten Verhältniss der Exponenten der Factoren theilt. 

Durch ganz ähnliche Betrachtungen finden wir, dass, wenn 

a . b . c . b = m*, 
m* zusammen fällt mit dem Schwerpunkt der Punkte q, b, c, b. . 

Durch diese beiden besonderen Fälle veranlasst, stellen wir als Princip 

fest, dass 

a™ . b° = "p"^ + " 

einen Punkt m + ^t^r Ordnung darstellt, welcher den Abstand ab im 

umgekehrten Verhältniss der Exponenten innerlich oder äusserlich theilt, 

je nachdem m und n gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Ans diesem Satze lässt sich dann umgekehrt das associative Princip für 

a.b.c nachweisen. Denn (a.b)C stellt dann einen Punkt dar, welcher 

c c, , a (b . c) dagegen einen Punkt , der a aj im Verhältniss von 2 zu 1 

innerlich theilt. Diese Punkte fallen aber zusammen, folglich ist 

(a . b) c = a (b . c). 

Auch das distributive Princip lässt sich jetzt beweisen für die Mul- 
tiplication. Es ist nämlich 

(a + b) (c + b) = 2c.2f = 4c.f = 492, 
wenn c, f und g die Halbirungspunkte von bezüglich ab, cb und ef sind. 
Es ist aber andrerseits 

a.c + b.c + a.b + b.b 
die Summe der vier quadratischen Punkte in den Mitten von ac, bc, ab 
und bb, d. h. in den Ecken eines Parallelogrammes. Diese Summe er- 
giebt sich leicht als vierfacher quadratischer Punkt in g. 

Es ist also in der That 

(a + b) (c + b) = a.c + b.c + a.b + b.b. 
Auch die Richtigkeit von 

(a + b)2==a2 + 2a.b + b2, 
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und allgemein von 

(a + b)» = a» + n a»-* b + . . • + b«* 

ergiebt sich jetzt leicht daraus, dass man zeigt, wie die rechte und die linke 
Seite gleich 2° . tn° , wenn m wieder der Halbimngspunkt von ah ist. 

Sollen nicht einfache, sondern mit Coefficienten behaffete Punkte 
durch Multiplication oder Division mit einander verbunden werden, so 
nimmt man die Operationen mit den Coefficienten und mit den Punkten 
einzeln vor, und setzt das Resultat aus der Eechnung mit den Coefficienten 
als Coefficient an das Resultat der Rechnung mit den Punkten. So ist 

(a.a) . (b.b) = ab . a.b = ab.nt^, 

und 

b.b b b b , 

= — . — = — .ab. 

a.a a a a 

Die Division a™ : a" = a™ - " führt zu der Frage nach der Bedeutung 
von a^ und a""* . Da a" aus a : a entstanden, so ist es ein Quotientvector 
von der Länge 0, oder ein Verschiebungsfactor um die Länge 0, daher 
sein Werth gleich eins. Dagegen können wir a-™ einen divisiven Punkt 
nennen, den negativen früheren Punkten entsprechend. Es ist a-™ ein 
Punkt, der mit b™ multiplicirt den Vector (ab)™ ergiebt. 

Mit Hilfe des Vorstehenden ergiebt sich z. B. 

14-ab = = — ' — = = 2ani, 

' a ' a a.a 

d. h. ein Verfahren um eine Zahl und eine Strecke zu addiren. All- 
gemein ist 

n + ab = 

= ' — = -^ — L — ^— ^ = (n + 1) ap, 

a a \ I / ri 

wenn p den Abstand ab im Verhältniss von 1 : n theilt. 

Ohne Schwierigkeit lassen sich die sämmtlichen Gesetze der Arith- 
metik, die sich auf Producte und Quotienten beziehen, sowie die Lehren 
der Potenzrecbnung als auch für die Rechnung mit Punkten giltig nach- 

• / b V 
weisen. Leicht ergiebt sich dabei, dass während l — j die n fache Länge 

/b \— 
ab als Multiplicationsoperator vorstellt, ( — P nur der n:mte Theil der 

Länge a b darstellt , wenn wir für Punkte mit gebrochenen Exponenten 
eine ähnliche Erklärung geben , wie oben für Potenzen von Punkten mit 
ganzen positiven Exponenten. 
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4. — Mit Hilfe der vorstehenden Sätze ist es nun leicht, Punkte 

einer Geraden, einer Ebene oder im Eaume mit Hilfe einer ausreichenden 

Anzahl gegebener Punkte festzulegen. So ist z. B. für den Punkt m der 

Geraden a b 

nt^ + y = a^ . by , 

wenn x und y die Masszahlen der Abstände des Punktes m von b und a 

sind. Es ist auch 

wo die longimetrischen Functionen sich auf ab als Basis beziehen. 
Ebenso ist, wenn nt in der Ebene der Punkte a, b, c liegt, 

jjjx4-y-i-z = a^ . by . c% 
oder 

wenn die rechts stehenden Cosinusse die Planfunctionen des Punktes nt in 
Bezug auf das Dreieck abc sind. 

Endlich haben wir für einen beliebigen Punkt m im Baume 

worin die Raumfunctionen auf das Tetraeder abcb bezogen sind. 

Wir sind auf diese Art zu einem neuen barycentrischen Calcul ge- 
langt, worin die Punkte aber durch Multiplication statt durch Addition 
mit einander verbunden sind. 

Ohne Schwierigkeit lassen sich die in §.43 geführten Untersuchungen 
auf die jetzigen Formen übertragen. 

So ist , . / b \^ 

worin x eine variable Grösse ist, die Gleichung der durch a und b geheim- 

den Geraden, während 

m = a^ . by . c^ , 

worin x, y und z Functionen einer Variabein t sind, die Gleichung einer 

Curve in der Ebene abc ist. Diese Cur ve ist eine Gerade, wenn x, y, z lineare 

Functionen von t sind. Die Kegelschnitte stellen sich dagegen u. A. dar 

in der Form 

m = a.b*.c*'. 



§. 58. Die Rechnung mit Quotientvectoren. 

1. — Nach der in §. 57, 1 gegebenen Definition ist der Quotient des 
Punktes b durch den Punkt a gleich der Strecke ab, nach Grösse und 
Kichtung. Dort ergab sich weiter, dass eine solche Strecke ein Multi- 
'plicationsoperator ist, indem das Product derselben in eiQen Punkt einen 
neuen Punkt ergiebt, der von dem gegebenen um diese Strecke absteht. 
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Man könnte daher diese Strecken auch Multiplicationsvectoren nennen. 
Geeigneter für diese nenen Operatoren scheint jedoch der Name Quotient- 
vectoren, im Gegensatz zu den Hamilton'schen Differenz- 
vectoren. 

Setzen wir, nm in Uebereinstimmung mit der Arithmetik zu bleiben, 

b c c 

so folgt hieraus, dass 

ab . bc = ac. 

Bei der Auflfassung eines Vectors als eines Multiplicationstranslators 
ist also das Product zweier solchen Vectoren gleich dem dritten Vector, 
welcher mit den aufeinanderfolgenden beiden ersten ein Dreieck bildet; 
und es ist obige Gleichung so aufzufassen: Wenn auf den Punkt a erst 
die Translation ab wirkt, und sodann die Translation bc, so ist dies das- 
selbe, als wirkte die «Translation ac. 

Aus der Definition der Quotientvectoren folgt femer, dass 

ab . bc . cb = ab, 
und allgemein, dass 

ab.bc.cb. .. .tnn = an. 

TJeber die Zulässigkeit der Bezeichnung der vorliegenden Operationen 

mit dem Namen einer geometrischen Multiplication von Quotientvectoren, 

da es sich doch anscheinend um eine geometrische Addition der Vectoren 

handelt, findet sich weiter unten eine Bemerkung. Bei der Multiplication com- 

planarer Quaternionen erfolgt übrigens auch eine Addition der Quaternionen- 

winkel. 

2. — Da Quotientvectoren von gleicher Länge und Kichtimg durch 

Multiplication mit Punkten diese um gleichviel und in derselben Richtung 

verschieben, so sieht man solche Vectoren als gleichwerthig an. Mit 

Hilfe dieser Voraussetzung kann man nachweisen, dass die Vectoren- 

multiplication eine associative und eine commutative Operation ist. Denn 

sind ab, bc, cb die Kanten eines Parallelepipedons, so ist 

ab . bc . cb = ab. 
Es ist aber auch 

{ah . bc) . cb = ac . cb = ab, 

und ab . (bc . cb^ = ab . bb = ab; 

folglich ist (ab . bc) cb -= ab (bc , cb). 

Die commutative Eigenschaft von ab . bc, wonach ab. bc = bc.ab 

ist, ergiebt sich leicht mit Hilfe eines Parallelogrammes , ähnlich wie in 

§. 44, 6 dieselbe Eigenschaft für ab + bc nachgewiesen wurde. 

3. — Sind a, b, c die Eckpunkte eines Dreiecks, so ist 

h_ c ö _ t 
a • b • c - ^' 
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mithin ab. bc.ca= 1; 

und ebenso för ein neck 

ab . bc . cb .. . mn . na = 1. 

Diese Resultate sind in Uebereinstimmung damit, dass wir a : a = 1 
gesetzt und damit einen Multiplicationsoperator bezeichneten, der um die 
Länge Null verschob. Ebenso wii-d m.a:a = m ein Factor sein, der 
einen Punkt vervielfacht, ohne dessen Stelle zu verändern. 

Da auch ab . ba = 1, so ist 

ba = -^=(ab)-^ 
ah ^ ^ 

Während also bei Differenz vectoren, d. h. bei Vectoren, die als Diffe- 
renzen ihrer Endpunkte auftreten, die Umkehrung der Richtung durch den 
Factor — 1 angezeigt wurde, so wird diess hier durch den Exponenten 
— 1 bewirkt. Dieses Resultat Hesse sich auch so erlangen: 

a a:b ba ^ ^ 

Und auch die Gleichung ab.ii = ac kann darauf führen. Aus ihr folgt 

nämlich 

ab = ac : bc. 

Lässt man hierin aber c nach a rücken, so' erhält man 

ab = aa : ba = 1 : ba = (^a)-^ . 

Die Division des Vectors ab durch den Vector bc lässt sich leicht 

auf eine Multiplication zurückführen. Es ist 

ab_Jb^^ ^_A. ^ — ^ — h 

bc a'T a'b'^T"" ' 

wenn bb = cb ist. Dasselbe Resultat hätten wir aber auch erhalten durch 

ab:bc = ab.cb = ab .bb = ab. 
Anstatt mit einem Vector zu dividiren, kann man also mit dem der 
Richtung nach umgekehrten Vector multipliciren. 

Liegen die Punkte a, b, c in einer Geraden, so ist auch jetzt noch 

ab.bc = ac. 

Das Product zweier Vectoren derselben Richtuog ist also einem 
dritten Vector in dieser Richtung gleich, dessen Länge aber gleich der 
algebraischen Summe der Längen der Factoren ist. 

Hieraus folgt, dass ab^ = ab . ab gleich einem Vector derselben 
Richtung aber von der doppelten Länge des ab ist. Ebenso stellt ab" 
einen Vector in der Richtung von ab aber von nfacher Länge wie ab 
dar. Wir müssen daher hier n . ab wol unterscheiden von ab", indem 
ersteres einen Operator darstellt, der um ab verschiebt und das zu Ver- 
schiebende zugleich mit n multiplicirt, während ab" ein Factor ist, der 
um die n fache Länge von ab verschiebt. 
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Setzen wir 05*^ = ac, so ist ab = V^^ = C^O "* • ^^ ^^'^^^^ *^ 
die nte Wurzel aus einem Vector einen Vector derselben Richtung dar, 
dessen Länge aber nur der n te Theil der Länge des Eadicanden ist. 

4, — Das Product von Vectoren, die mit Zahlencoefficienten behaftet 
sind, wird gefunden, indem man die Rechnung mit den Coefficienten und ^ 
mit den Vectoren für sich führt, und das Resultat der Coefficienten- 
rechnung als Coefficienten an das Resultat der Vectorenrechnung setzt 

Es ist z. B. 

(m . ab) (h . cb) = mn . ab . cb, 
und (m . ab) : (n . cb) = (m : n) (ab : cb). 

Diese letzten Erklärungen zeigen also, dass bei mit Coefficienten be- 
hafteten Vectoren die Multiplication und Division in der That die Multi- 
plication und Division der Coefficienten erheischt, dass dagegen die 
Vectorenoperation noch eine Verschiebung der so erlangten Resultate er- 
fordert. Es sind daher die gewöhnlichen Rechnungen zweiter Stufe 
nur besondere Fälle dieser erweiterten Multiplication und Division, 
nämlich die, wobei die Vectoren sich auf Strecken von der Länge Null 
reduciren, Längen, die hier als die Verschiebungsfactoren 1 auftreten. 

In Bezug auf die weiteren Bedenken aber, die man haben kann in 
Betreff der Berechtigung, hier von einer Multiplication zu sprechen, wo 
es sich scheinbar mehr um eine Addition handelt, verweisen wir auf eine 
Notiz in §. 17 von HankeTs Theorie der complexen Zahlen. 

Die Giltigkeit sämmtlicher Sätze der zweiten Rechnungsstufe för 
Vectoren lässt sich nun ohne Schwierigkeit nachweisen, ebenso die Potenz- 
und Wurzelrechnung, so lange die Exponenten Zahlen sind. Auch für 
log b ergiebt sich leicht eine Bedeutung, wenn die Basis der Logarithmen 
dieselbe Richtung wie b hat. Die Untersuchung von *logb aber, wenn 
a und b Quotientvectoren von verschiedener Richtung sind, heben wir für 
den folgenden Paragraphen auf. 

5. — Wie aber steht es mit den Rechnungen erster Stufe in Bezug 
auf die neuen Vectoren? Um für die Addition der Quotientvectoren eine 
Regel zu erlangen, gehen wir von der Gleichung a -|- b = 2m aus. Li- 
dem wir dieselbe durch den willkürlich gelegenen Punkt o dividiren, er- 
halten wir 

oa + ob = 2om, 
unter Annahme des distributiven Principes für diese Division. Die Summe 
zweier Vectoren, diese als die Quotienten ihrer Endpunkte betrachtet, 
ergiebt jetzt also nicht mehr die Diagonale des über oa und ob con- 
struirten Parallelogrammes , sondern die mit zwei multiplicirte Mittellinie 
des Dreiecks aob. Es ist dies ein Quotientvector, der nur um die Hälfte 
der obigen Diagonale verschiebt, zugleich aber das Verschobene verdoppelt. 
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Dieses neue Gesetz für die Addition von Vectoren umfasst ebenfalls die 
gewöhnliche Addition, wenn man die Zahlen der Arithmetik als alle der- 
selben Kichtmig angehörig betrachtet. 

Das Kesultat der neuen Art Vectoren addition lässt sich vorläufig etwa 
so erklären. Da da« Ergebniss ein doppelter Punkt in ni ist, so müssen 
i?v^ir auch ursprünglich zwei Punkte in o annehmen. Wird hiervon der 
eine nach a der andre nach b geschoben, so ist schliesslich ihre Summe 
gleich' 2m in der Mitte zwischen a und b. Später, wo wir die Vectoren 
o a und o b als Quaternionen auffassen lernen , wird das Eesultat der Ad- 
dition sich leichter erläutern lassen. 

6. — Setzen wir 

wo 3m im Schwerpunkte des Systems der drei Punkte liegt, so erhalten 
wir durch Division mit o 

oa + ob + öc = 3om. 
Die Summe dreier von einem Punkte ausgehenden Vectoren ist also 
gleich dem mit 3 multiplicirten Vector zwischen dem gemeinschaftlichen 
Anfange der Vectoren und dem Schwerpunkt ihrer Endpunkte. 
Allgemein gelangen wir so zu 

oa + ob + oc.+ .. . + on = n.op, 
wenn p der Schwerpunkt des Systems der n Endpunkte der Vectoren ist. 
Sind dagegen a und b noc^j mit Coefficienten behaftet, so ist 

m . a + ö • b = (m -f- n) c, 
wo c den Abstand a b im Verhältniss von n zu m theilt ; und nun ergiebt 
sich durch Division mit o 

m.oa + n.ob = (m + n)oc, 
welche Gleichung auch Giltigkeit hat für negative n. Wird im letzteren 
Fall m = — n , so gelangen wir zu einem Strahl von o aus, der parallel 
zu ab geht und den Coefficienten Null hat. Die Bedeutung einer solchen 
DiJBFerenz ob — o a ergiebt sich dadurch, dass wir sie zu o c addiren. Es ist 

oc + ob — oa = 2oaj — oa = oa2, 
worin Uj den Halbirungspunkt der Strecke bc, dagegen a2 das Ende des 
verdoppelten Vectors aa^ angiebt. Es bewirkt also eine solche Differenz 
der Vectoren ob und oa durch Addition zu einem beliebigen dritten 
Vector c eine Umwandelung des letzteren in den Vector o a^, mithin eine 
Verschiebung des Endpunktes von oc um die Strecke ab. 

7. — Haben oa und ob dieselbe Richtung, aber entgegengesetzten 
Sinn bei gleicher Länge, so ist 

oa + ob = 2aa = 2. 
Bezeichnen wir o a mit a, so ist o b gleich a-^ , daher 

a ""j— a = ^, 
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oder a2+l = 2a, 

woraus a* == 2 a — 1 

folgt, die bekannte der liechnung mit complexen longimetrischen Functionen 

zu Grunde liegende Beziehung, deren geometrische Bedeutung sich leicht 

ergiebt, wenn man beide Seiten als Translationsfactoren betrachtet für 

parallele Dijfferenzvectoren. 

Sind ab, bc und ca die Seiten eines Dreiecks, so ist ab + bc + CQ 

gleich 3, wie man findet, wenn man erst ab -f- bc bildet. Es ist diess 

aber gleich 2(ac)"'; nämlich gleich dem mit 2 multiplicirten halben Dia- 

gonalvector des Parallelogrammes abcb, welcher von a ausgeht, da 

ab + bc = ab + ab = 2(ac)"^. 
Folglich ist 

ab + bc + ca = 2(acyi' + ca = 2(acp + at, 

wenn ae gleich ca ist. Nun ist aber 

2(acYi' + ac = 3aa = 3, 

nach der Eegel über die Addition der Quotientvectoren. 

Dass die Summe der Seiten eines Vierecks, diese Seiten als Quotient- 
vectoren betrachtet, gleich vier ist, folgt daraus, dass das Viereck abcb 
betrachtet werden kann als aus zwei Dreiecken bestehend. Es ist aber 
ab + bc + cb + ba = ab + bc + ca.-fac + cb + ba — (ca + ac) 

= 6 - 2 = 4. 
Durch den Schluss von r auf r + 1 folgt nun leicht, dass die Summe 
aus den Quotientvector-Seiten eines necks gleich der Zahl n ist. 

Der Sinn dieser auffallenden Resultate wird sich erst ergeben, wenn 
wir später die Quotientvectoren als longimetrische Quaternionen haben 
kennen gelernt, d. h. als Versoren oder Verschieber für parallele Differenz- 
vectoren. Dann stellen z.B. ab, bc, ca drei Verschieber um diese Längen 
vom Anfangspunkt a aus dar, zugleich sind es aber auch schon um diese 
Längen verschobene parallele Differenz- Vectoren von der Länge eins. 

Diese letzteren drei parallelen Einheitsvectoren summiren sich aber 
zu einem Vector von der Länge drei im Anfangspunkt der Quotient- 
vectoren. Das Resultat ist also ein Differenzvector von der Länge drei 
mit einem Verschieber gleich Null, d. h. einfach die Zahl 3. 

8. — Aus 

a2= 2a— 1 
ergiebt sich a3 = 2a2 — a = 4a — 2 — a = 3a— 2, 

a* = 3a2 — 2a = 6a — 3 — 2a = 4a — 3, 
und daher allgemein 

a^ = na — n -|- 1- ' 
Die Richtigkeit dieser Ausdrücke macht man sich dadurch klar, dass 

man einen Differenzvector rj einmal mit a° und dann mit n.a — n-f-1 
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ttultiplicirt denkt. Die Multiplication mit a^ schiebt tj in eine parallele 
jage, die um nmal die Länge des a vom Nullpunkt absteht. Dagegen 
st n »7 . a ein Victor von der Länge n ?/ in der Entfernung a vom Null- 
)uiikt, und — (n — 1) 17 ein Vector von der Länge (n — 1) ?? im Nullpunkt, 
iber von negativer Richtung. Nach dem schon früher §. 43, 3 erwähnten 
jresetze über die Addition paralleler Diflferenzvectoren , auf das wir übri- 
gens noch ausführlich zurückkommen, ist die Summe von n»/ in der Ent- 
fernung a und von — (n — 1)»/ im Nullpunkt in der That die Strecke rj 
in der Entfernung von n mal der Länge des a oder von a*^ , und damit 
ist die Richtigkeit obiger Gleichung bewiesen. 

9. — Mit Hilfe der vorstehenden Sätze über die Rechnung mit Quotient- 
vectoren lassen sich ganz dieselben Untersuchungen führen, wie in §. 44 
mit Hilfe der dortigen Differenzvectoren. 

(I.) Es stellt oa* oder a^ einen jeden Punkt der Geraden oa dar, 
je nach dem Werthe, den man x beilegt. Positive x ergeben dabei die auf 
der positiven Richtung von oa gelegenen Punkte oder deren Vectoren, 
während negative Exponenten zu den auf der von aus negativen Erwei-. 
terung des Strahles oa liegenden Vectoren führen. a-°° ist hier der 
Vertreter des im negativ Unendlichen liegenden Punktes der Geraden a. 

(11.) Um zu beweisen, dass, wenn die Seiten des Dreiecks abc von 
einer Transversalen in a^, bj und q geschnitten werden, dann 

abj . bCi . caj = aq . cbj . baj 
ist, setzen wir 

a C| = c, so ist Cj b = cp , 

b a, = a, dann ist a^ c = a<i , 

wo p und q geeignet gewählte Zahlen darstellen. Nun haben wir 

ab = acj . Cjb = c . cp = cP + S 
b c = b ai . ttj c = a . a<i = a« + S 

ac = ab . bc = a'i + ^. cp + S 
cb| =-ac^ = a^(^ + ^) . c^^p+^J . 
Es ist aber auch 

cbj = ctti . a^bi = a-^ . (a . cp)y , 
mithin a'^ (q + 1) . c^ (p -f i) = ay-^ . cpy. 

Hieraus folgt 

(q-f l)x = y- q und (p + l)x = py, 

oder x = +x)Pq- 

Nun ist aber x = c bj : a c, 

p = c, b : a Cj und q = a^ c : b aj, 
.wobei unter diesen Strecken jetzt die Längenzahlen der Abschnitte auf 
den Dreiecksseiten verstanden sind. Durch Einführung dieser Werthe für 
I, p, q erhalten wir aus der letzten Gleichung 

Uareriagt, Quaiernionen. 16 
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cb, _ A 1 cb,\ c, b a|_c _ ab, . qb . g, c 
Ilc "~ V acy ac, ' ba, ~ ac . ac, . ba, ' 

oder a bi . b q . CQi . 

ac, . cb] . ba, ~~ * j 

(III.) Man kann versuchen, in dem vorstehenden bekannten Satze die 
vorkommenden Strecken als Quotientvectoren zu betrachten. Dass die 
Gleichung auch für diese neue Auffassung richtig ist, ergiebt sich aos 
dem Product der Quotientvectoren 

ab, . b, c . ca, . a, b . bc, . c, a = 1. 
Hieraus folgt durch Division, und weil (aib)-^ .= ba, ist, 

ab| . bc, . ca, = ac, . cb, . ba^. 
Diese Gleichung sagt uns, dass wenn man die drei links stehenden 
Abschnitte der Dreiecksseiten nach Grösse und Richtung an einander trägt, 
man denselben Punkt (oder auch denselben Yector) erlangt, den die nacli 
Grösse und Richtung an einander gesetzten Abschnitte der rechten Seite 
ergeben, ein Satz, der erweitert auch für Polygone richtig bleibt, wie maa 
z. B. für das Viereck leicht sieht aus der Gleichung 

ac . eb . bf . f c . cg . gb . bl^ . I^a = 1, 
worin e, f, g, 1^ die Schnittpunkte einer Geraden mit den aufeinander fol- 
genden Seiten des Vierecks abcb bedeuten. Der Beweis dieser Sätze 
liesse sich auch leicht mit Differenzvectoren führen, indem man bei dem 
Dreieck ausginge von der Gleichung 

ab, + b, c + ca, + <^i 6 + bc, + c, a = 0. 

Die vorstehenden Betrachtungen sind aber auch richtig , wenn maii 
auf jeder Seite eines Polygones ganz vrillkürlich einen Theilpunkt an- 
nimmt und die Producte wie vorstehend bildet. Von Interesse ist nur, 
wenn diese Punkte nicht willkürlich sind, sondern die Lage derselben 
nach einem gewissen Gesetze geordnet ist, wie hier, wo sie die Schnitt- 
punkte mit einer Geraden sind. Man könnte für diesen Fall u. A. nach 
dem Ort der Punkte fragen, die sich beim Dreieck als Endpunkte der 
Vectoren 

r = ab, . bc, . ca, 
ergeben, wenn die schneidende Gerade sich z. B. um einen festen Punkt 
oder um eine gegebene Curve bewegt. 

(IV.) Sind a, b, c, b die Ecken eines räumlichen Vierecks, dessen Seiten 
durch c, f, 9, f) halbirt werden , so ist zu beweisen , dass c g und f ^ 
einander halbiren. 

Lassen wir die Vectoren in a anfangen und bezeichnen wir <ib, ac, ab 
mit b, c, d, so ist unser Satz bewiesen, wenn der Halbirungspunkt j von 
c g denselben Ausdruck in b, c, d ergiebt, wie der Halbirungspunkt p von 
fl^. Nun ist 
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ac . eg = ab . bg = ag, 
oder V'^ . c g = d . (c : d)'/^ = c'i' A'i' . 

Mithin ist cg = (cdb-i)^/^. 

Ebenso ergiebt sich für l^f 

M = (bcd-r'. 
Wir haben daher 

ay = ae . c? = aV^^ . cg'/^ = (bcd)''s 

und . ar) = a^ .f)r) = aV' . I^f'/'^ = (bcd)/^. 

Folglich fallt f mit t| zusammen. 

Die in §. 43 gegebenen Beispiele lassen sich mit den jetzigen Mitteln 

ebenfalls lösen. Das Verfahren besteht nur in einem Umsetzen der Coef- 

ficienten der Differenzvectoren zu Exponenten der Quotientvectoren. 

10. — Wie wir durch r = a^ den Vector eines jeden Punktes der 
unbegrenzten Geraden mit der Kichtung von a angeben können, so ist 

r = a^ . by 
ein Ausdruck, welcher jeden Punkt in der Ebene a b liefert, wenn man die 
Exponenten x und y richtig bestimmt. Da in dieser Gleichung r die 
Diagonale eines Parallelogrammes darstellt, von welchem a^ und b^ die 
Seiten sind, so muss man, um den Vector eines Punktes m zu erhalten, für 
X und y nur die Masszahlen seiner Coordinaten in Bezug auf die mit a und b 
zusammenfallenden Axen einführen. Wenn dabei a und b nicht Einheits- 
vectoren sind, so dient auf der einen Axe Ta, auf der andern Tb als 
Längeneinheit zur Ermittelung von x und y. Sind x und y nicht von 
einander unabhängig, sondern beide Functionen von t, so gelangen wir zu 
den Gleichungen von Linien. So ist • 

I» __ g^x ^ |jl — X ___ g^Cosi ra |jCos2 m 

die Gleichung der durch die Enden von a und b gehenden Geraden, wenn 

die longimetrischen Functionen auf die Enden von a und b bezogen sind, 

während 

r = a^ , b^ 

die Gleichung einer Graden ist, die parallel zu b geht und auf a eine 

Länge von kTä abschneidet. 

Es ist femer 

r = a^ b^'^^ ~~ ^^ = a*^^^ * b^'^ * 

die Gleichung einer Ellipse, während 

j_ 

r = a^ . b^ = a*e^ .b*^«^^' 
die Gleichung einer Hyperbel ist. 

11. — Drei nicht in einer Ebene liegende coinitiale Vectoren a, b, c 

ergeben zum Product 

r = abc 

einen vierten Vector, der als Diagonale in dem über a, b und c als 

16* 
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Kanten construirten Parallelepipedon auftritt. Allgemein ist 

r = a* . by . C' 
der Vector eines Punktes, dessen Coordinaten in Bezug auf drei räum- 
liche Axen X, y und z zu Masszahlen haben, wenn Ta, Tb und Tc die 
Masseinheiten auf den einzelnen in die Bichtungen von a, b und c fallen- 
den Axen sind. 

Sind X, y und z Functionen einer Variabein, so stellt obige Gleichung 
eine räumliche Curve dar. Sind dagegen x, y und z Functionen zweier 
Variabein, so führt r zu den Punkten einer Fläche. So ist r = a«^** * . b^'"^ * . c' , 
wenn a, b, c längengleich und senkrecht zu einander sind, die Gleichung 
einer Schraubenlinie, während allgemein 

r ='a^ . b^""^ . c^~y = a^*^^» "* . b^^^^ m ^ (»cosa m ^ 

wobei die Planfunctionen von m sich auf die Endpunkte von a, b und c 
beziehen, die Gleichung einer Ebene ist, die durch die Endpunkte von a, 
b, c geht. Endlich ist 

die Gleichung eines Ellipsoides, wenn für die Exponenten die Gleichung 

gilt cos f 2 -|- cos ri^ + cos C^ = 1. 

12. — Um die Gleichung der Tangente an eine Curve zu finden, 

deren Gleichung 

r == a^ . by , 

wobei X = f , (t), y = f2 (t), setzen wir für einen zweiten Punkt 

r, = a^ + Ax .hy-hAy. 

Dann ist die durch die Enden, von r und rj gehende Sehne s 

s = r, : r = aA^ . bAy 

ein Werth, der an der Grenze zu eins wird, der uns aber auch für unsre 
Zwecke geradezu im Stiche lässt. Wir sehen uns daher genöthigt auf 
einen anderen Grenzwerth als die gewöhnliche Derivirte der DifiFerential- 
rechnung zurückzugreifen. Es ist dies die Quotialderivirte, wie sie 
von Professor W. Schell in die Analysis eingeführt wurde. Die Grund- 
züge der Theorie derselben finden sich in Grunert's Archiv, Bd. XXV, 
und wir wollen in Kürze das Wichtigste daraus mittheilen. 

Anstatt wie in der-Differentialrechnung die Aenderungen der Function 
y = f (x) dadurch anzudeuten, dass man setzt 

kann man einmal ausgehen von der Gleichung 

y.0y=/(x.0x), 

wobei 0xein Werth sein soll, der die numerische Einheit zur Grenze 
hat; dann wird sich 0y derselben Grenze nähern müssen. Aus dieser 
Gleichung folgt nun 
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0y = f(x.0x) : f(x) 

^^log 0y = ®^log f (x . 0x) — ^^log f (x). 

[ndem wir auf der rechten Seite die natürlichen Logarithmen einführen, 

unter Benutzung des Satzes 

*logz == Iz : la, 
erhalten wir 

An der Grenze, wo 0x zu eins wird, geht die rechte Seite in : 
über, und wir bekommen durch Dififerentiation 

lim ^Mog0y= ^^. 
^ ^ f(x) 

Ersetzen wir den Grenzwerth der linken Seite durch A O y, die rechte 

Seite durch f (x), so ist 

A^y = f(x). 

Nennen wir 0x, 0y die Quotienten von x und y, die Grenz- 

werthe ^x und ^y die Quotiale derselben Variabein, f (x) aber die 

Quotialderivirte und X{^^ den Quotiallogarithmus, so drückt 

X^y = f(x) 

die Gleichheit des Quotiallogarithmus und der Quotialderivirten aus. 

Aus ihr folgt 

{y^ = (t9«x)^w. 

Mit Hilfe des obigen Ausdruckes, wonach 

At'^y = f(x) = xf(x) : f(x) 

ist, ergiebt sich leicht 

'K'&t^ = m, Aiö^a^ = xla, 

A^e^=x, A^x^ = x(l + lx), 

A^lx = (lx)-\ A^ sinx = x.cotx, 

A^cosx = — xtgx, A^tgx = 2x. cosec2x, 

X 1 

A ^ arc sin x = ^,- . -, — , 

yi — x^ arcsmx 

A ^ (u + v) = (u . ü -}- V . v) : (u + v), 

A ^ (u . v) = u + V ; X ^ (u : v) = u — v. 
In Bezug auf die weiteren Gesetze der Quotialrechnung verweisen 
wir auf die oben genannte Abhandlung von Professor Schell. 
13. — Die von Schell gegebene Formel 

^y = (^x)^w 
gilt in Bezug auf t5^x und t9^y nur für Werthe, die sich der Einheit als 
Grenze nähern. Es lässt sich diese Beschränkung aber aufheben, so dass 
^x und ^y beliebige Grössen annehmen können, wenn man von folgendem 
Ausdruck ausgeht, der nach Analogie der Newton' sehen Formel für end- 
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liehe Differentiale (vergl. §. 52, 2) gebildet ist. Für y = F (x) sei 

y.(^y)n = F[X(^X)»], 

mithin 1 A 

(^y)n = P[x(.'>x)»]: F(x), 

,9y =(F[x(^x)^] :r(x))". 
Dann ist 

^^logi'^y =n .p^'Iog F(x .i^x" ) — ^^logF(x)) 

_ lF(x. i9x»)— lF(x) 

l(^x») 
An der Grenze, d. h. für n = ex?, erhalten wir 

t^x, ^ xF*(x) V, , . 

log^y = -p^J)^=F(x), 

oder 

t^y = ^x^(^), 

Formeln, welche mm für jeden Werth von ^x gelten, die zugleich aber 
diejenigen des scharfsinnigen Begründers der Quotialrechnung umfassen. 

Ist r = F (t) die in Quotialvectoren gegebene Gleichung einer Curve, 
wobei F(t) die Form 

a^ . by oder a^ . by . c^ 
hat, je nachdem dieCurve eben oder nicht eben ist (x, y und z sind dann 
von t abhängig), und sei 

r, =F(t.^t») 

der Ausdruck für den Vector eines zweiten Punktes, so ergiebt sich 

j_ 

r, :r = F(t.i^t"):F(t) 
als ein Ausdruck für die Sehne, welche durch die Endpunkte von r und r, 

geht. Bezeichnen wir diese Sehne mit s" , so ist 

\^ 

s = (F[t.(^t)^]:F(t))", 

daher 

lim ^*logs = F(t), 
und 

s = ^t^(t). 

An der Grenze ist aber s ein Vector in der Kichtung der Tangente, 

Daher bekommen wir als Gleichung der Tangente in demjenigen Punkte 

der Curve, dessen Vector r, ist, 

r = r^ s^ = r, (^tf^*») ^ = r, (^t)^'" , 

worin r der Vector eines Punktes der Tangente ist, während x eine Va- 
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nable bezeichnet, die zuden einzelnen Punkten derTangente führt. DieGleichung 
Lässt sich vereinfachen, wenn man (i'^t)^ = 0t setzt. Dadurch wird 0t 
einfach zu einer Variabein, der man jeden Werth beilegen kann, und wir 
baben jetzt 

r =: rj (9 t)F(*») = ri(0t)^'^ 
als einfachste Form für die Gleichung der Tangente im Punkte r,. 

So bekommen wir aus der Gleichung der Hyperbel 

1 , i 

r = a*bS r = tLa f-lb; 

daher als Gleichung der Tangente 

r = ri 0t(t»ia-t.-Mb)^ 

Ersetzt man hierin die natürlichen Logarithmen durch solche mit 

der Basis t, so erhält man schliesslich 

i. _ i. 

r = a*». b*^ . (a*»b *»)^^ 

Setzen wir hierin 0t = e, so ist r = a^*» ; für 0t = e-^ ist 

r ^ b*s Werthe, welche zeigen, dass die Tangente auf den Asymptoten 
(welche in die Kichtungen von a und b fallen) Stücke abschneiden, die das 
Doppflte der Coordinaten des Berührungspunktes sind. 

14. — Stellt in der Gleichung einer Curve in Quotientvectoren 

r = f (t) 

die Variable t die Zeit dar, so kann man nach der Vectorgeschwindigkeit 

des die Curve beschreibenden Pimktes fragen. . Nun sei 

11' 
r.'ö^r" =f(t .^t"), 

1 1 

daher ^r« = f (t . ^t") : f (t), 

dann ist ^r« die zwei aufeinanderfolgende Vectorendpunkte verbindende 
Sehne; i'^r dagegen ist ein Vector in der Richtung dieser Sehne. Es ist 
aber i 

^r= [f(t^t^) : f(t)]% 

^nog^r=^^(*^*V^^(Q. 

It^t»^ 
An der Grenze, d. h. wenn n unendlich gross wird, erhalten wir hieraus 

^*log^r=f(t) = r, 

^r=(^t)^W=(^t)>; 
und jetzt ist {hr ein Vector in der Richtung der Tangente. Seine Länge 
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wird abhängen von dem Werthe, den wir ^t beilegen. Da nun die Ge- 
schwindigkeit auch ein Vector in der Kichtung der Tangente ist, so sieht 
man, dass durch geeignete Wahl von <>t der Geschwindigkeits vector aus- 
gedrückt ist durch 

Dass man dabei nicht t^t gleich der Einheit setzen darf, ersieht man 
leicht, denn dafür reducirt sich t9^r auf das Quotial von r. 

Gehen wir von einer Bewegung des Punktes in einer Geraden aus, 
und nehmen wir an, dass die Gerade mit gleichmässiger Geschwindigkeit 
durchlaufen werde, so ist zu setzen 

r = a^*. 
Dann isf ^^r = €^t^*-^». 

Nun ist «9tloga := la : l^t, 

daher la = ^tloga . l^t. 

Durch Einführung dieses Werthes erhalten wir 

#r = akti«>t. 

Da nun aber aus r = a^* folgt, dass der in der Zeiteinheit in der 
Richtung von a durchlaufene Weg a*^ ist, so muss li9^t gleich t-^ , daher 

i'>t = e* angenommen werden, damit i^^r die Geschwindigkeit des Punktes 
nach Grösse und Richtung angiebt. 
Für r = a^*' erhalten wir 

Setzen wir auch hier ^t = e * , so wird hieraus 

V = t^r = a^if*, 
d. h. die Geschwindigkeit ist der Zeit proportional. Die Frage nach dem 
Zuwachs an Geschwindigkeit in der Zeiteinheit, d. h. nach der Acceleration, 
führt durch nochmaliges Quotiiren zu 

^v = a2k; 
die Acceleration ist also constant. 

Nehmen wir endlich .als Gleichung die Vectorgleichung des Kreises 

worin a und b senkrecht zu einander und von der Länge des Radius 
vorausgesetzt sind, so ist 

^j. __ ^tktl(a-"»^* bco«''*) __ ^g^-sinkt l)C08kt\ktl »> t ^ 

Nehmen wir nun hier auch h^t = t-^ an, so erhalten wir 

^r = (a-«^^^* . b<^08kt)k _ y^ 

Der Ausdruck für v stellt einen Vector dar, der senkrecht zum 
Radius und von kfacher Länge desselben ist. Es ist also der Geschwin- 
digkeitsvector kmal die Länge des Radius, daher von constanter Grösse. 

Es ist ferner ^v = (a^o«^* . b"^^*)-^' = r-^', 
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d. h. die Acceleration bei gleichförmiger Kreisbewegung ist ausgedrückt 
durch einen Vector, der in der Richtung des Radius aber im entgegen- 
gesetzten Sinne wirkt, und ist dem Quadrate der Geschwindigkeit propor- 
tional. Ueberhaupt lässt sich aus diesen Gleichungen folgern T v = k . T r, 
während die Acceleration T9) = k2Tr, wo Tr die absolute Länge von r 
angiebt. 

Betrachtet man {f-r = (i^t)"" 

als die Gleichung einer neuen Curve, so hat man damit einen Hodo- 
graphen in Quotientvectoren. 

Drückt man den Quotientvector r einer Curve als Function des Bogens 
s aus, so lassen sich ähnliche Untersuchungen führen, wie die in §. 55, 10 
bei den Dififerenzvectoren angedeuteten. 

Das eigenthümliche Ergebniss der vorstehenden Untersuchung, wo- 
nach zur Erlangung der Geschwindigkeit und der Acceleration 

^t = e^ 
zu setzen ist, lässt sich auch durch folgende Betrachtung liegründen. . 

Wir haben die Geschwindigkeit als einen Vector aufgefasst, der 
gleichsam in der Zeit ö-t durchlaufen würde. Nun ist aber i9^t kein 
Additionszuwachs an der Zeit, sondern ein Factor, durch welchen eine 
Aenderung der Zeit hervorgerufen wird, die 

t^t — t 
zum Werth hat. Dieser Ausdruck ist variabel mit t und entspricht in 
dieser Beziehung durchaus nicht dem /\t. der Differentialrechnung. Sollen 
aber die unendlich kleinen Zuwachse der Zeit, die wir hier durch 

ti^t«— t 

ausdrücken könnten, dem dt analog sein, so ist es erlaubt 

j_ 

t^t» — t = dt = 1 : n 
SU setzen, woraus sich ± i 

' nt 



^t 



= +Ä)" 



ergiebt, welcher Ausdruck an der Grenze zu H = e * führt , demselben 
Werthe, zu welchem wir auch oben schon gelangt waren. 

§. 59. Die Logarithmen der Qnotientvectoren. 

1. — Nach den Lehren des vorigen Paragraphen ist, wenn ab, bc ... 
als Quotientvectoren betrachtet werden, 

ab . bc . cb . . . np = ap. 
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Gehören diese Vectoren einmal alle derselben Richtung an, ist ferner 

die Länge für alle dieselbe, und werden sie auch alle in demselben Sinne 

durchlaufen, so erhalten wir 

ab" =^ ap, 
und hieraus 

n = log ap : log ab = "*logap. 

Man kann nun fragen nach einem Ausdruck für ^log b, wenn b und a nicht 
derselben Sichtung angehören. Dass dieser Logarithmus kein Scalar sein 
kann, folgt daraus, dass für jeden Scalarwerth von t die Potenz a* eine 
Strecke in der Richtung von a angiebt. Es ist vielmehr ^log b eine 
Quatemion, weil dieser Logarithmus von denselben vier ßestimmungs- 
stücken abhängig ist, die wir §.45, 2 als von Einfluss auf den Quotienten 
der Differenzvectoren ß : a gefunden haben. Dass aber auch die Form 
dieses Logarithmus dieselbe ist, wie die jener geometrischen Quotienten, 
wollen wir im Folgenden kurz nachweisen. 

Wir werden hier, ähnlich wie früher, zwei solche Logarithmen 

X^ = »log b, li = 4og d 
einander gleich setzen, wenn 

Ta:Tb = Tc: Td; 
wenn femer Winkel ab gleich Winkel cd, nach Grösse und Sinn der 
Drehung, und wenn schliesslich die Ebene ab parallel der Ebene cd ist. 
Es wird mit anderen Worten A, = Aj sein , wenn die Vectoren a, b und 
c, d entsprechende Seiten von ähnlichen in parallelen Ebenen ähnlich 
liegenden Dreiecken sind. 

2. — Aus *logb =.A folgern wir 

a-^ = b. 
Es muss daher X eine doppelte Function erfüllen; dieser Exponent muss 
a strecken (resp. verkürzen) bis zur Länge von b, und er muss zugleich 
eine Drehimg von a bis in die Richtung von b bewirken. Es kann daher 
A gedacht werden als ein Product 

A = TA . ÜA, 
wovon der Tensor — eine positive Zahl — die Streckung von a erzeugt, 
der Versor dagegen die Drehung hervorruft. Die früher für Tensor und 
Versor gemachten Bemerkungen (§. 46) gelten mit geringen Abänderungen 
auch hier. 

Der absolute Werth von T A ist gleich dem positiven Quotienten aus 
Tb: Ta. 

3. — Die Grundrechnungen mit den geometrischen Logarittmen fuhren 
immer wieder auf solche Logarithmen. Der Beweis hierfür ergiebt sich 
ähnlich wie in §. 47 für Quaternionen. Es ist z. B. 

Aj -|- Aj = *log b -|- ^log d = ™log b, + "log di = ™log b| d, = "log e, 



j 
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"W^^nn wir hierbei m in der Schnittlinie der Ebenen ab und cd so an- 
nehmen, dass 

*log b = ™log bj, ^'log d = ™log dj . 

Ebenso kann man setzen 

A, — ;^ = "»log bj — "log dj = "log (b, : d,) =:= ™log f, 
Aj . ^2 = "logbj . Plogm = Plogbj, 
wenn «log d = Plogm ist. Endlich ist 

X^ : X^=, "»logbj : ™logd, =^»logb|. 
Dieselben Gründe aber, die wir in §.47 für die Nichtgiltigkeit des 
commutativen Principes bei der Multiplication von Quaternionen an- 
führten, gelten auch hier für das Product Aj A2. Es ist im Allgemeinen 
a^i^2 nicht gleich a^«^^, da bei diplanaren Logarithmen die durch 1^X2 
bewirkte Drehung nicht zu demselben Vector führt wie die durch ^2^ 
erzeugte. Wie wir früher nur 

ß ' a a 

setzten, so werden wir auch hier annehmen, dass 

^log c . *log b = *log c, 
nicht aber, dass 

^log b . ^log c 

zu demselben Werthe führt. 

In Bezug auf das associative und das distributive Princip verweisen 

wir auf die einschlagenden Bemerkungen des fünften Abschnittes, und 

nehmen also an, wenn wir die jetzigen Quaternionen mit griechischen 

Buchstaben bezeichnen, dass 

{a.ß)r = a(ß.r) 

(« + ß) (r + ^) -= «r + i^y + «^ + ß^^ 

4. — Sind a und b senkrecht zu einander, so ist *log b = V — 1, 

wenn a und b Einheitsvectoren sind. Denken wir uns nämlich in der 

Ebene a b noch einen dritten Vector c von gleicher Länge und so gezogen, 

dass Winkel a b gleich Winkel b c gleich ^h n ist, so haben wir 

»logb = ^logc = ;l, 
daher 

12 _ biog e »log b = *log c = — 1, 

da c in der Kück Verlängerung von a gelegen und daher gleich a"^ ist. 
Mithin ist l = V — 1. Da b in unendlich viel Ebenen auf a senkrecht 
sein kann, so hat X = yJ—l unendlich viel Werthe, die wir auch hier 
mitj,, i2 . . . bezeichnen wollen, 

Ist b zwar senkrecht zu a, aber nicht von derselben Länge, so ist 

»log b = (T ;i) i. 

5. — Sind oa, ob und oc die Einheitskanten einer rechten Ecke, 
wobei jetzt oa, ob, oc als Quotientvectoren gelten, so wollen wir setzen 
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'^logoc = i,, '^«logoa = ij, **"logob = ia, 
oder 

c = b*i, a = c'2, b = a*8. 

Dann ergiebt sich hieraus 

(b'iy* = b*2 h = c^2 = a = b->3, 

mithin ij ij == — {3. 

Ebenso ist 

(c'2)'» = c*» ^« = a^3 = b = c~'i, 

also ijig = — ij. 

Endlich ist .... 

(a'3)'i = a'1'8 = yi = c = a~*«, 

oder i, 13 = — ij. 

Es ist aber auch aus 

c~'J = b und a~*2 = c, 
a-ii 12 — c^ = b"^ = a"^3, 
folglich i, ij = 13. 

Aehnlich findet man noch 

ig is = i, und ij i, = ij. 

Wir gelangen also zu denselben Relationen zwischen den drei Ver- 
soren ij, i2 und 13, die wir früher §. 48, 2 aufstellten. 

6. — Bezeichnen wir auch hier eine im Scheitel des Winkels ab 
auf die Ebene ab senkrecht gestellte Gerade als die Axe von *log b, so 
führen Betrachtungen, ähnlich den in §. 49 angestellten, dazu, dass wenn 
man auf dieser Axe eine Länge abgetragen denkt, die gleich dem Tensor 
von *logb ist, diese Länge ausreicht um *logb unzweideutig festzustellen, 
falls wir noch eine Annahme in Bezug auf die Grösse des Winkels ab 
machen. Lassen wir diesen Winkel einen rechten sein, so reicht der auf 
der Axe abgetragene Tensor, den wir jetzt den Index des Logarithmus 
nennen, vollständig zur Bestimmung dieses Werthes aus. Als welche Art 
Vector ist aber dieser Index anzusehen, als Differenz- oder Quotientvector? 
Diese Frage erhält dadurch ihre Lösung, dass, wie wir sehen werden, der 
Index an die Stelle des Logarithmen treten kann, indem wir geradezu 
definiren, dass »^log b =. I ( *log b) ist. Soll aber diese Gleichung einen 
praktischen Werth haben, so muss sich nachweisen lassen, dass 

U^ ±1^ = 1 (X^ ±12)1 

und I^j . IP^ = ^j . ^2* 

Dieser Nachweis lässt sich in der That führen, wenn die Indices.als 
Differeuzvectoren gelten, deren Addition und Subtraction nach dem Paral- 
lelogramm der Vectoren erfolgt, deren Producte und Quotienten aber die 
früher hergeleiteten Quaternionen sind. 

Das Ergebniss, dass der Logarithmus eines Quotientvectors in Bezug 
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auf einen dazu senkrechten Vector ein dritter zu beiden senkrechter 
Differenz-Vector ist, hat nicht bloss um der Einfachheit des Resultates 
willen ein hohes Interesse, sondern nocl» viel mehr dadurch, dass wir so 
von den Quotientvectoren auf das Gebiet der Diflferenzvectoren gelangen, 
von welchen sich nun alle die Eechnungsgesetze auch hier ableiten lassen, 
die wir in deöi vorigen Abschnitte als für dieselben giltig gezeigt haben. 

7. — Auch *log b lässt sich in Scalar- und Vectortheil zerlegen. 
Setzen wir nämlich in der Ebene ab b gleich b, . b^, wo bj in die Rich- 
tung von a fällt, b2 aber senkrecht zu a gerichtet ist, so haben wir 

alog b = *log (bi . bj) = «^log b, + **log b;^ = cos ab + i sin ab, 

wenn wir a und b Einheitsvectoren sein lassen. Andernfalls ist dieser 
Ausdruck noch mit TA zu multipliciren. Man kann für den allgemeinen 
Fall auch hier 

cos a b = S A, 



Ta 
Tb 



sin a b . i = V;i 



Ta 

setzen und hat damit für den Logarithmus von Vectoren 

Tb 
l = 7p— (cos a lr+ i sin ab) = S A + VA, 
■iL a 

d. h. eine Summe aus Scalar- und Vectortheil. Dabei ist SA eine Zahl, 

TA dagegen ein auf der Ebene a b senkrechter Differenzvector. 

8. — Auch die viergliedrige Form für »log b lässt sich jetzt leicht 
ableiten. Es ist 

Mog b = *log (bj . bj) = »log bi + »log bj 
= S»logb + V»logb. 

Den Vectortheil,' dessen Länge (Tb : Ta) . sin ab ist, kann mam 
nun nach drei rechtwinkligen Axen zerlegen in 

xi„ yij, zig, 
so dass wir also haben 

»log b = w + xi, + y ij + zig. 

Das Vorstehende mag ausreichen zur Begründung des Satzes, dass der 
Logarithmus eines Quotientvectors b für einen zweiten a als Basis gleich 
der Quaternion aus den zwei Diflferenzvectoren ß und a ist, welche nach 
Grösse und Richtung mit b und a identisch sind. 

9. — Um auch eine Anwendung der letzten Lehren zu zeigen, wollen 
wir mit ihrer Hilfe die Grundgleichungen der ebenen Trigonometrie ableiten. 

Es ist im Dreiecke abc 

a c = a b . b c, 



^ 
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daher 1 == «'log ab + "'logbc 

= m— ' [cos(27r — a) + isin (2;ii — «)] 
, Tbc , ... X 

wo i ein zur Ebene abc senkrechter Einheitsvector ist. 
Hieraus ergiebt sich aber 

Tac = T ab . (cos « — i sin«) + Tbc (cos y -{- i sin 3), 
oder Tac = Tab . cos« -f Tbc . cos 7, 
und = — Tab . sin« . i 4- Tbc . siny . i. 

Diess sind aber die bekannten Sätze 

b = a cos 7 -j- c cos «, 
a sin 7 = c sin a. 

Um für den Ereis zu zeigen, dass die Tangente senkrecht zum Badius 
sei, folgern wir aus der Gleichung des Kreises (vergl. §. 58, 14) 

r = a*'«« * b«^ S 

, li'^r — sint .la + cost.lb 

rlOgr OX = = 

^ 1 r cos t . 1 a + sin t . 1 b 

_ cos {^l27f + t) + sin (V2^ + t).(lb : la) 

cos t + sin t (Ib : 1 a) 
Nun ist 1 b : 1 a = *log b = i , weil wir b senkrecht zu a voraus- 
gesetzt haben. Daher 

rw,9r -= cos ( V2 7r + t) + i sinV2(7r + t) 
^ cos t + i sin V« t 

= cos V2nr -|- i sin V2jr = i. 

Mitbin ist i'^r, ein Vector in der Richtung der Tangente, senkrecht 
zu dem Badius r des Berührungspunktes. 

Ist in der obigen Gleichung a nicht senkrecht zu b, so stellt die- 
selbe eine Ellipse dar, und man erhält dann in 'logi9r einen Ausdruck, 
der zur Bestimmung des Winkels dienen kann, welchen die Tangente mit 
dem Vector des Berührungspunktes bildet. 



§. 60. Die Summen und Differenzen paralleler Diffei*enzyeetoreii. 

1. — Die von Möbius zuerst eingeführte geometrische Addition von 
Vectoren betrachtet Strecken als gleich, wenn dieselben der Grösse und 
Sichtung nach übereinstimmen. Gleichgerichtete Vectoren von derselben 
Länge sind daher gleich werthig , auch wenn sie an ganz verschiedenen 
Stellen im Baume sind. Dass diese Betrachtung von Nutzen sein kann, 
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beweisen die zahlreichen Anwendungen, die man von dieser Additions- 
methode gemacht hat, beweist namentlich die Hamilton'scheQuaternionen- 
theorie, welche dieselbe Annahme zu Grunde legt. 

Dass aber mit der Voraussetzung der Identität von gleichgerichteten 
längengleichen Strecken dem Wesen dieser geometrischen Gebilde nicht 
völlig entsprochen wird, bedarf kaum eines Nachweises, indem ja zur 
vollständigen Bestimmung eines Vectors seine Stelle im Räume von der- 
selben Wichtigkeit sein kann, wie seine Eichtung. Lassen wir z. B. die 
Vcctoren Kräfte darstellen, statt einfacher Translationen, so kann von einer 
Identität gleicher parallelen Kräfte, die auf ein Punktsystem wirken, oder 
von einer willkürlichen Verlegung ihrer Angriflfspunkte, die ja bei absoluter 
Gleichwerthigkeit zulässig' sein müsste, gar nicht die Rede sein. Dagegen 
ist die Richtung solcher parallelen Vectoren für gewisse Untersuchungen 
ganz gleichgiltig ; ich erwähne nur die Ermittelung des Angriffspunktes 
der Resultante paralleler Kräfte. 

Wir wollen daher im Folgenden versuchen, eine Theorie der Rechnung 
mit parallelen Vectoren aufeustellen. Dieselbe wird, von einfachen Sätzen 
ausgehend, sich schliesslich als eine Ergänzung der Hamilton 'sehen 
Quatemionentheorie herausstellen. Hamilton verbindet Vectoren, die 
von demselben Punkte ausgehen, aber verschiedene Richtungen haben; 
wir legen Vectoren derselben Richtung zu Grunde, die aber in verschie- 
denen Punkten des Raumes ihren Anfang nehmen. Schliesslich ergiebt 
sich dann die Möglichkeit, Vectoren auf einander zu beziehen, die nach 
Anfang und Richtung verschieden sind. 

Vorläufig betrachten wir parallele Differenzvectoren , während später 
den parallelen Quotientvectoren noch eine kurze Untersuchung gewidmet 
werden wird. 

Dass die Rechnung mit parallelen Differenzvectoren, so viel dem 
Verfasser bekannt, nicht schon früher versucht wurde, lag vielleicht mit 
an dem Mangel einer Theorie der longimetrischen Functionen, welche hier 
eine ähnliche wichtige Rolle spielen, wie die goniometrischen Functionen 
bei den Hamilton' sehen Quaternionen. 

2. — Indem wir von nun an Differenzvectoren als ungleichwerthig 
annehmen, selbst bei gleicher Länge und Richtung, wenn sie ihre Anfiings- 
punkte an verschiedenen Stellen im Räume haben, definiren wir als Summe 
der parallelen Vectoren « und ß den zu ihnen parallelen Vector 7, dessen 
Anfang c den Abstand ab der Anfange von « und ß iip umgekehrten 
Verhältniss der Längen von a und ß theilt, so dass also 

ac: cb = T|3: Ta, 
während die Länge von y sich aus den Längen von « und ß einfach 
zusammensetzt, wenn die Summanden gleichstimmig parallel sind. 
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Sind a und ß ungleichstimmig parallel , so behält vorstehende Er- 
klärung der Summe von « und ß doch ihre Giltigkeit, es müssen nur 
die Vectoren mit ihren Vorzeichen eingeführt werden. Man erhält also 
in diesem Falle für Ty den Werth Ta — TjJ, während sein Anfang c dea 
Abstand a b im Verhältniss von — ß : «, d. h. äusserlich theilt. Die Bicb- 
tung von 7 ist dabei gleichstimmig parallel mit dem grösseren der beiden 
Vectoren. 

Der Fall, dass « und ß von gleicher Länge aber entgegengesetzt 
parallel sind, führt zu einem im Unendlichen liegenden Vector von der 
Länge Null. Ueber die Bedeutung solcher Differenzen gleicher Vectoren 
erhält man Aufschluss, wenn man dieselben zu einem dritten parallelen 
Vector addirt. Ist z. B. gegeben der Vector a im Punkte a und die 
parallelen und gleichen, aber entgegengesetzten Vectoren ß und — 7, die 
ihre Anfänge in b und c haben, so lässt sich erst a mit ß zusammen- 
setzen zu d im Punkte b, und^ sodann d mit — y zu e im Punkte e, wobei 
die Länge von s gleich der von a ist. Es ist aber 

Ta.ab = Tj9.Db und Td.bc = T7.cc, 
und hieraus lässt sich zur Ermittelung der Lage von c der Satz aufstellen 

Ta.at = Tß.f)c; 
zugleich findet man, dass ae parallel bc ist. Es wird also durch Ad- 
dition einer solchen Differenz ß — 7 ein Vector a verschoben parallel der 
Verbindungslinie der Anßlnge von ß und 7, aber ohne dass die Grösse 
des Vectors « dadurch geändert wird. Der Werth des Paares, wie man 
eine solche Verbindung nennen kann, ist, wie die letzte Gleichung zeigt, 
dem Product aus der Länge eines seiner Elemente und dem Abstand der 
Anfange proportional. 

Man könnte diese Paare als neue geometrische Elemente in die 
Untersuchung einführen, welche nur eine Verschiebung der Vectoren be- 
wirken, ohne deren Grösse zu ändern. Die Analogie mit den Botations- 
paaren der Kinematik liegt übrigens klar vor; wir brauchen nur die 
parallelen Vectoren als Vertreter von Rotationsgeschwindigkeiten um 
parallele Axen zu betrachten, so gelangen wir ganz zu denselben Re- 
sultaten wie oben. 

3. — Man kann nun auch umgekehrt einen Vector "7 in c zerlegen 
in zwei andre zu 7 parallele a und ß, deren Anfänge a und b mit c in 
einer Geraden und so liegen, dass 

ac:cb = TjS:Ta, 
während Ta-\^Tß = Ty ist. Dabei können a und ß beide gleichstimoug 
parallel zu 7 sein, oder der grössere Vector ist gleichstimmig, der andere 
ungleichstimmig parallel. Im ersten Falle liegen a und ß auf entg^en- 
gesetzten Seiten von 7, im letzteren auf derselben. In jedem Falle aber ist 
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Ta = Ty.Cosc, TiJ = T7.Sinc, 
'wenn man die longimetrischen Functionen von c auf a b als Basis bezieht. 
Leicht nachweisbar ist auch, dass eine von dem willkürlichen Punkte 
o der Ebene aß gezogene Transversale, welche «, ß, y in den Punkten 
Qj, bj und Cj trifft, Stücke ergiebt, für welche die Gleichung gilt 

Ta.ooi + Tß.obi =T7.oc,. 
Es ist diess die erweiterte Momentengleichung der Statik für zwei 
parallele Kräfte und ihre Kesultirende. Mit ihrer Hilfe lässt sich oq 
aus DU] und ob] ermitteln. 

Für drei parallele Vectoren «, ß, y derselben Ebene ist die Summe d 
so gelegen, dass auf einer beliebigen, von dem Punkte o ihrer Ebene 
ausgehenden Transversalen Stücke abgeschnitten werden, für welche 

Td.ob, = Ta.oa, +TiJ.obi +T7.OC1 
ist. Durch Umänderung der gemeinschaftlichen Eichtung der Vectoren 
in eine neue gemeinsame Bichtung ergiebt sich eine zweite solche Gleichung, 
die im Verein mit der ersten und mit 

T3 = Ta + Tj3 + T7 
ausreicht, mn d nach Lage und Grösse zu bestimmen. Dasselbe gilt bei 
mehr als drei parallelen Vectoren derselben Ebene. 

4. — Für drei parallele Vectoren «, ß^ 7, die nicht in derselben Ebene 
sind, hat die Sunmae d ihren Anfang in einem Puncto b des Dreiecks 
abc, der so liegt, dass 

Ta = T5.Cos,b, T/J=Td.Cos2b, T7 = Td.Cos3b, 
wobei die Cosinusse die Planfunctionen von b in Bezug auf das Dreieck 
abc sind. Da Td selbst der Summe der Tensoren von «, ß und y gleich 
ist, so lässt sich aus diesen Gleichungen die Lage von b bestimmen. 

Ein Vector d kann umgekehrt in drei andre zu ihm parallele Vec- 
toren a, /?, y zerlegt werden, deren Anfänge a, b, c mit dem Anfang b 
von 8 in einer Ebene liegen. Die Längen der Theile sind dann durch 
die vorstehenden Gleichungen bestimmt. 

Sind vier para^ele Vectoren gegeben, so ist deren Summe 

Q^za-f-ß-^-y-^d 

SO gelegen, dass 

T^.Cosir = Ta, TQ.Cos2X = T!ß, TQ.Gos^t = Ty, TQ.Gosi^t = Td, 
wenn r der Anfang von g und die ßaumcosinusse auf das Tetraeder 
a b c b bezogen sind. Umgekehrt lässt sich jeder Vector q in vier Theil- 
vectoren zerlegen , die ihre Anfänge in den Eckpunkten a, b, c, b haben, 
und deren Grössen durch vorstehende Formeln bestimmt sind. 

Um n parallele Vectoren zu addiren, deren Anfänge in beliebigen 
Punkten des Raumes liegen, zerlegt man jeden derselben in vier Theil- 
vectoren, die ihre Anfänge in den Eckpunkten eines Grundtetraeders a b c b 

Unverzagt, Quaternionen. 17 
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haben. Aus den Summen (>« , ^b , ^c und q^ der in den vier Ecken be- 
findlichen Theilvectoren lässt sich nun leicht Stelle und Grösse der 
Qesanuntsumme q finden. 

5. — Für die im Vorstehenden betrachtete Addition^ und Subtraetion 
paralleler Vectoren gelten, wie man sich leicht überzeugt, das commn- 
tative und das associative Princip, indem sowol * 

als auch (« + 1^) + r = « + (i^ + 7) ist Ueberdiess ist die gewöhn- 
liche Addition von Strecken nur ein besonderer Fall der von uns hier ! 
betrachteten Summirung, nämlich der, dass die Strecken derselben Bich- | 
tung angehören und von demselben Punkte ausgehen. 

6. — Die Lehre von der Addition paralleler Vectoren gestattet Ver- 
wendung bei geometrischen Untersuchungen, wie wir an einigen Beispielen 
zeigen wollen. 

Bezeichnen wir mit x und y Zahlencoefficienten , so sind x« und jß 
neue, in ihren Anföngen und Sichtungen mit den Anfängen und der 
Eichtung von a und ß zusammenfallende Vectoren von x- resp. y-facher i 
Länge der Vectoren a . und ß. Es ist daher i 

Q = xa + jß ! 

ein neuer zu a und ß paralleler Vector, dessen Anfang und Grösse durch i 
vorstehende Gleichung bestimmt ist. Durch richtige Annahme von x und | 
y kann man nach Grösse und Stelle den Vector q eines jeden Punktes ' 
^ in der Ebene aß erhalten, wenn wir diese q parallel zu « und ß sein 
lassen, und wenn dieselben zugleich alle ihren Anfang auf der durch a 
und b gehenden Geraden haben. 

Findet zwischen x und y eine gewisse Belation statt, so erhält man 
bei stetiger Aenderung des x eine Folge von Punkten, die eine ebene 
Curve bilden. 

Ist z. B. (vergl. §. 19, 2) 

(x+y)2 = bx + ay, 
so stellt 

Q = ^a + Jß 

die Gleichung einer Geraden dar. 

Dagegen ist 

(x + y)* = 4r2xy 
die Gleichung zwischen x und y, damit 

Q = xa + jß 
eine Kreislinie ergiebt. 

Setzt man 

^ = xa-f yjS + zy, 

worin a, ß und y drei nicht in einer Ebene liegende parallele Vectoren 
sind, so ist q ein vierter Vector, dessen Anfang in der Ebene ahc der 
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-Ä^nfangspunkte von a, ß und 7 liegt. Durch geeignete Wahl von x, y 
land z lässt sich so der Vector eines jeden Punktes finden. Sind dabei 
diese drei Coefficienten die Functionen von einer oder zwei unabhängig 
"Variabeln^ so stellt die Folge der sich dadurch ergebenden Punkte eine 
räumliche Curve oder eine Fläche dar. 

7. — Die complicirten Ausdrücke, die wir übrigens erhalten, wenn 
'Wir auf diese Weise die Gleichungen von Curven oder Flächen aufstellen, 
XMüssen uns darauf hinweisen , diese Vectoren g als Vertreter andrer 
Gebilde als ihrer Endpunkte aufzufassen. Betrachten wir in der That 
einen in der Ebene der Vectoren a und ß gelegenen Vector q als Keprä- 
sentanten einer Geraden, und zwar derjenigen Geraden, für welche die 
Axenabschnitte auf den durch a und ß gehenden Parallelaxen (vergl. §. 20) 
gleich den longimetrischen Projectionen von g auf diese Axen sind, so 
liaben wir damit die Grundlagen einer Untersuchung der Geometrie der 
Geraden gewonnen. Schneidet umgekehrt eine Gerade m auf den Parallelaxen 
die Stücke x und y ab, so betrachten wir diese Coordinaten als die Pro- 
jectionen eines Vectors g, der so liegt, dass 

T (» . Cos m = X, T () . Sin m = y , 
den man also leicht aus x und y constniiren kann. Derselbe theilt 
den Abstand der Axen im umgekehrten Verhältniss der Coordinaten und 
hat zur Länge die Summe x -[- 7- Dagegen endet er nicht auf der Ge- 
raden, und man kann, will man noch einen anderen Zusammenhang 
zwischen ihm und der Geraden haben, ihn auffassen als einen Ausdruck 
für die doppelte Fläche des Trapezes, welches die Gerade m mit den 
Axen und der Mittellinie ab bildet, &lls die Axen senkrecht sind zu ab 
und letztere Strecke gleich der Einheit ist. (Vergl. §. 32, 5.) 

Es stellt also, wenn wir jetzt x und y die Masszahlen der Coordi- 
naten sein lassen, ^ == x « 4- y j^ 

die Gerade dar, die auf « und ß die' Längen xa und jß abschneidet. 
Dass damit die Mittel gegeben sind zur Festlegung jeder Geraden in der 
Ebene aß, ist klar. Ueberdiess sieht man leicht ein, dass 

g = xa + (l--x)ß 
die Gleichung eines Punktes ist, während, bei gleicher Länge von « und ß, 

b2 ^ 

g = xa -i ß 

die Gleichung einer Ellipse oder einer Hyperbel ergiebt, und dass endlich 

e = xa + yjS 
die Gleichung der drei Kegelschnitte in Tangentenelementen darstellt, 
wenn für x und y die Gleichung besteht (vergl. §. 29, 4) . 

a2 b2 ~ ^• 

17* 
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Dabei sind die genanDten Gurren natürlich als die Umhüllenden der 
durch Q dargestellten Geraden oder Tangenten aufzufassen. 

8. — Ist die Gleichung einer Curve in solchen Tangentenvectoren, 
wie wir q ja hier nennen können, gegeben, so lässt sich auch leicht die 
Gleichung des Berührungspunktes einer Tangente finden. Es sei 

der Vector der Tangente Xj y^ , und Ci + A C^i ^^^ Vector einer benach- 
barten Tangente. Dann ist 

^ = ?i (1-z) + fei + AQi) ^ = Qi+ ^AQi 
die Gleichung des Schnittpunktes dieser beiden Tangenten. Sind nun x 

• 

und y beide Functionen von t, so können wir auch setzen 

An der Grenze wird diess die Gleichung des Berührungspunktes, und 

zwar ist jetzt 

T = ^, + z . q\, 

wenn wir das Product aus z . A* an der Grenze wieder mit z bezeichnen, 

So ist z. B. für die Kegelschnitte, deren Gleichung 

= (x, + z)« + |(l-^)^ 

die Gleichung des Berührungspunktes der Tangente x^y^. Wird hierin 
z gleich Xj gesetzt, so erhält man t = 2 Xj «, d. h. die von dem Anfangs- 
punkt von ß durch den Berührungspunkt gezogene Sehne schneidet auf 
der Axe der « das Doppelte des Stückes ab, das die Tangente dort bildet; 
womit ein leichtes Mittel gegeben ist zur Auffindung der Tangente bei 
gegebenem Berührungspunkte, oder des Berührungspunktes, wenn die Tan- 
gente bekannt ist. 

9. — Auch für drei nicht in einer Ebene liegende parallele Vec- 
toren kann 

^ = xa + yj9 + Z7 
betrachtet werden als Kepräsentant der Ebene, die auf den drei parallelen 
Axen die Stücke x«, jß und zy abschneidet. Diese Coordinaten der 
Ebene können wieder als longimetrische Projectionen von q auf die Rich- 
tungen von a, ß und y aufgefasst werden. Der Endpunkt von q liegt 
nicht in der zugehörigen Ebene, dagegen ist ^Iqq ein Mass für den pris- 
matischen Pfeiler, welcher x«, yj? und zy zu Kanten hat (vergl. §. 32, 5), 
falls man das Dreieck abc als Flächeneinheit betrachtet. 



Die longiinetrisclien Qoatemionen. — §§. 60, 61. 261 

Besteht zwischen x, y und z eine Gleichung, so umhüllen die durch 
Q dargestellten Ebenen im Allgemeinen eine Fläche. So ist, wenn 

^y + yz + zx = k2, 

diese Fläche vom zweiten Grade und wird zu einer Kugelfläche, falls die 
Anfänge von «, ß und y in den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks liegen, 
dessen Seiten 2 k sind , während die Axen senkrecht auf der Ebene dieses 
Dreiecks stehen. 

10. — Sind die von den Tangenten einer Curve auf den Axen ge- 
bildeten Abschnitte als Functionen der Zeit gegeben, so dass 

^ = F(t) = f,(t)« + f2(t)i?, 
so ist q' = F'(t) = f, (t)a + fj {t)ß, 

und es kann q' nun als der Vector einer neuen Geraden aufgefasst werden. 
Da aber (nach §. 32, 5 u. 6) P^ (t) = V, , f ^ (t) = Vy , und da die ab- 
solute. Länge von q' gleich der Summe dieser beiden Ausdrücke ist, so 
stellt q' die Flächengeschwindigkeit unsrer Geraden dar. Es ist also 
Q* = F' (t) die Gleichung des H o d o g r a p h e n der die Curve einhüllenden 
•Tangenten. Ebenso ist q'' = F" (t) ein Ausdruck für die Streifen- 
acceleration bei der Bewegung der Tangenten der Curve. 

Ist e - r(t) = fi (t)a + i,{t)ß + f3(t)y 

eine Gleichung für die ein geometrisches Gebilde einhüllenden Ebenen, 
so lassen sich in q* und ^" Ausdrücke für die Prismengeschwindigkeit 
und far die Acceleration bei der Bewegung der Tangentialebenen her- 
leiten. 



§. 61. Die Quotienten paralleler Differenzvectoren. 

1. — In seinen Untersuchungen über Quatemionen spricht Hamilton 
mehrfach den Satz aus, dass der Quotient paralleler Differenzvectoren ein 
Scalar, d. h. eine (reelle) Zahl, die Verhältnisszahl ihrer Längen sei. 
Diese Behauptung bleibt so lange richtig, als man von der Lage paralleler 
Vectoren gegen einander ganz absieht und parallele Strecken von derselben 
Länge und Bichtung als völlig gleichwerthig betrachtet. Ebensowenig aber 
wie zwei verschiedene Eadien desselben Kreises für die Hamilton' sehe 
Quaternionentheorie identisch sind, ebensowenig brauchen z. B. die Seiten 
eines Cylinders mit der Axe dieses Gebildes als gleichwerthig aufgefasst 
zu werden; und solche gleich lange und gleich gerichtete Vectoren sind 
jedenfalls durch ihre Lage verschiedenwerthig, wenn sie etwa als Vertreter 
von Kräften auftreten. 

Sobald aber die relative Lage zweier parallelen Vectoren mit in Be- 
tracht gezogen wird, kann der Quotient des einen durch den anderen 
nicht eine ein&che Zahl sein; es muss sich vielmehr nachweisen lassen, 
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dass dieser Quotient aus zwei Theilen besteht, einem Strecker und einem 
Schieber, wovon der erste das Verhältniss der Längen der Vectoren angiebt, 
der andre von dem Abstand der Anfangspunkte der Glieder des Quotienten 
abhängt* Dass dieser Abstand berücksichtigt werden muss, und zwar 
nach Grösse und Richtung, geht daraus hervor, dass sonst ja die Seiten 
eines geraden Cylindermantels dividirt durch seine Axe aUe denselben 
Quotienten ergeben würden ; was dann wieder umgekehrt zur Folge hätte, 
dass das Product aus diesem Quotienten in seinen Divisor zu einem unend- 
lich vieldeutigen Resultat führte. Wollen wir diess nicht, so muss der Ab- 
stand paralleler Vectoren — wie man den Abstand der Anfangspunkte 
dieser Vectoren hier kurz nennen kann — als wesentlich für ihren 
Quotienten gelten. 

Wir können daher vier Stücke als von Einfluss auf den geometrischöi 
Quotienten paralleler DiflFerenzvectoren aufzählen: das Längenverhältniss 
der Vectoren, die Länge ihres Abstandes, sowie endlich die durch zwei 
Stücke bestimmbare Richtung dieses Abstandes. Wir dürfen mithin auch 
erwarten, dass der genannte Quotient zu neuen Quatemionen fuhren wird 
In der That wird es uns gelingen , den Quotienten ß : a darzustellen in 
der Form 

(TßiTa) (Coso b + ji Cosi b + J2 Cos, b + J3 C0S3 b), 
ein Ausdruck, welcher neben den Tensoren von ß und a noch die Ver- 
schiebungsfactoren jj, J2 und J3, sowie die Raumfunctionen des Anfangs- 
punktes b von ß in Bezug auf ein Tetraeder Oq a^ a, a^ enthält, in dessen 
Scheitel aQ der Vector a seinen Anfang hat. 

2. -- Bezeichnen wir den Quotienten der parallelen Differenz vectoren 
ß und a mit q, so dürfen wir auch hier annehmen, dass 

j3 = q . a ; 
wir legen also diesem geometrischen Quotienten die Eigenschaft bei, 
durch Multiplication den Vector a nach Grösse und Lage in den paral- 
lelen Vector ß zu verwandeln. Dabei wird der Vector a gestreckt (oder 
verkürzt), bis er die Länge von ß erreicht, und überdiess parallel ver- 
schoben, bis sein Anfang in den Anfangspunkt von ß filllt. Wir werden 
uns daher auch hier q zusammen gesetzt denken müssen aus den Factoren 
Tq und Uq, von denen der erstere — der Tensor — die Streckung 
bewirkt, während der letztere — der Versor — die Ortsveränderong 
herbeiführt. Es ist also 

j5:a = q = Tq.üq = Uq.Tq, 
wobei die Vertauschung von Tensor und Versor als erlaubt angenommen 
wird, da die Operationen des Streckens und Verschiebens in beliebiger 
Aufeinanderfolge vorgenommen werden können. 

Der Tensor ist das Längenverhältniss der Vectoren ß und et, also 
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T /S : T a , dieses Mal aber mit Eücfcsicht auf den Sinn der Eichtungen 
Ton ß und «. Er ist also nicht wie bei den Hamilton' sehen Quater- 
nionen eine zeichenlose Zahl, sondern kann die Zeichen plus und minus 
haben. Da nun das Zeichen minus auf eine Drehung um zwei Bechte 
deutet, so Iftsst sich vermuthen, dass der Tensor auch selbst zu einer 
goniometrischen Quatemion werden kann, wie diess die Biquatemionen 
noch zeigen werden. 

Dagegen ist der Versor hier eine zeichenlose Zahl, der zwar Ver- 
schiebungen bewirkt, für den aber Ortsveränderungen in entgegengesetzter 
Richtung nicht durch das Vorzeichen sondern durch Exponenten mit ent- 
gegengesetztem Zeichen ausgedrückt werden, wie diess die Untersuchung 
bald ergeben wird. Der Versor misst zugleich den geradlinigen Abstand 
der Anfönge von a und /?, und es können daher diese neuen Quaternionen 
longimetrische genannt werden, zumal es uns auch gelingen wird, 
dieselben mit Hilfe longimetrischer Functionen in Summen zu zerlegen. 
Die Hamilton' sehen Quaternionen haben wir zur Unterscheidung schon 
früher als goniometrische Quaternionen bezeichnet. 

Wir können also jetzt eine longimetrische Quatemion definiren als 
einen Multiplicationsoperator , der einen Differenzvector nach Angabe 
seines Tensors streckt und durch seinen Versor in eine parallele Lage 
verschiebt. Es wird sich bald zeigen, dass wir auch hätten sagen können, 
die Verschiebung erfolge um die Länge des Versors. 

3. — Zwei Quaternionen q, und q2 werden wir als einander gleich 
ansehen, wenn dieselben einen Vector fi in demselben Verhältnisse strecken 
und um gleiche Längen in derselben Bichtung verschieben; es muss also 
Tqj = Tq2 und Uq, = Uq2 sein. Daraus folgt, wenn die Vector- 
glieder jener geometrischen Quotienten «i und jJj, «2 und /J21 die Abstände 
derselben dagegen ai bj und a2 b2 sind , dass zur Gleichheit von q^ und 
q2 es nöthig ist, dass 

Ta, :Tft =Ta2:Tß2, 
und dass a^ hf gleich und gleichstimmig parallel mit a2 b2 sein muss. 

Von den Stücken, die in q = |5 : a von Einfluss sind, müssen Grösse 
und Bichtung des Abstandes der Anfänge der parallelen Vectoren, — 
welchen Abstand wir den Abstand der Quatemion nennen wollen — 
ungeändert bleiben, wenn die . Quatemion ihren Werth nicht ändem soll; 
ebenso muss TßiTa dieselbe positive oder negative Zahl sein. Dagegen 
können die absoluten Längen der parallelen Vectoren, ihre gemein - 
schaftliahe Bichtung und die absolute Lage des Abstandes im Baum 
sich vielfach ändern, ohne dass dadurch der Werth der Quatemion geändert 
wird. Es ergeben daher z. B. je zwei parallele Badien zweier excentrischen 
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Eugelfläcüen dieselbe Quatemion, während jede Seite eines geraden Cylinder- 
mantels mit seiner Axe eine andre Quatemion liefert. 

In dem Vorstehenden sind auch die Mittel gegeben, um zwei Quater- 
nionen so umzuwandeln, dass sie gleiche Zähler oder gleiche Nenner erhalten. 

Als eigenthümliche Fälle der longimetrischen Quaternionen erwähnen 
wir folgende. Haben a und ß gleiche Länge, so wird der Tensor zu eins, 
und die Quaternion reducirt sich auf ihren Versor. Fallen dagegen die 
Anfänge zusammen, so wird der Versor zu eins, und die Quatemion wird 
zum Tensor. 

Fällt die gemeinschaftliche Bichtung von a und ß zusammen mit der 
des Abstandes, so bewirkt die Quatemion ein Verschieben in der Bichtung 
der Vectoren. Nähern sich « und ß beide der Grenze Null oder Unendlich, 
so ist die Quatemion der Quotient zweier Punkte oder zweier unbegrenzten 
Strahlen, und es muss dann zur Bestimmung des Tensors noch das Gesetz 
gegeben sein, nach welchem die Vectoren in diese Grenzwerthe übergehen. 

§. 62. Die Grnndreehnungen mit longimetrischen Quaternionen. 

1. — Das Resultat der Verbindung zweier longimetrischen Quater- 
nionen durch eine der vier Grundrechnungen ist immer wieder eine solche 
Quaternion, wie wir diess im Nachstehenden zeigen werden. Es ist 

A + i. = l+ J_ 
a y a a ' 

wenn wir s so annehmen, dass 

Ta :T« = Ty:Td, 

und wenn zugleich der Abstand ae parallel und gleich cb ist, wo die 

deutschen Buchstaben die Anfönge der entsprechend bezeichneten Vectoren sind. 

Von der Summe zweier longimetrischen Quaternionen mit gleichen Nennern 

nehmen wir an, dass sie gleich der Summe der Zähler dividirt durch 

den gemeinschaftlichen Nenner ist, d. h. hier gleich {ß-^s): a. Um also 

obige Summe zu bilden, addiren wir ß und e als parallele Vectoren und 

dividiren die Summe a durch a. Diese Summe a ist ein zu a paralleler 

Vector von der Grösse 

T(T = T(i3 + fi) = Tj9 + T«, 

dessen Anfang den Abstand b c im Verhältniss T« : TjS theilt; es ist 

daher der Quotient auch wieder eine longimetrische Quatemion. 

Liegen ß und « auf entgegengesetzten Seiten von «, und zwar so, dass 

e, a, b in einer Geraden sind, und dass 

Ti3:Te = eQ:ab, 

so fällt die Summe ß -\- b auf « , und da auch die Anfange zusanunen- . 

fallen, so reducirt sich die Quatemion jetzt auf den Tensor, d. h. sie wird 
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zu einer blossen Zahl. Es ist also die Summe zweier Quatemionen ein 
Scalar, wenn der gemeinschaftliche Divisor seinen Anfang im Schwerpunkte 
der Dividendvectoren hat. Dasselbe gilt für die Summe von drei und 
mehr longimetrischen Quatemionen. Für die Differenz zweier Quatemionen 
können wir nach Vorstehendem setzen 

^ ^__^ L— <^~^ 

a '^ a a a 

Und indem wir die Differenz der parallelen Vectoren ^ und a bilden und 
den erhaltenen Vector durch « dividiren, erhalten wir auch die Differenz 
zweier Quatemionen als eine Quaternion. Dass auch diese zu einem Scalar 
werden kann, sieht man leicht. 

Sind in (j9 — e) : « die Tensoren von ^ und « einander gleich , so ist 
/? — e ein im Unendlichen liegender Vector von der Länge Null , oder 
auch ein Operator, der zu einem anderen parallelen Vector addirt, diesen 
nur verschiebt, ohne die Länge desselben zu ändem. Dividirt man nun 
eine solche Differenz gleicher Vectoren durch einen dritten Vector, so 
erhält man eine Quaternion, die zu einer andern Quaternion addirt nur 
den Versor ändert, den Tensor dagegen nicht, wie sich diess leicht zeigen 
lässt, wenn man die beiden Quatemionen auf gleiche Nenner reducirt 

Da Summen und Differenzen, paralleler Differenzvectoren commutativ 
sind, so sind es auch die Summen und Differenzen der longimetrischen 
Quatemionen. 

2. — Um nachzuweisen, dass das Product q2qi zweier longimetri- 
schen Quatemionen wieder eine solche Quaternion ist, so sei q^ = j9 : a, 
qj = a : y. Nehmen wir dann den Vector «so an , dass d : y = s : /J, 
und dass cb = be, so ist 

— — A — Jl. A — 1. 

H2*ll y- ^ ß ' a a ' 

Sind hierbei a b und b c 'die Abstände von q^ und q2 , so ist a e der 
Abstand in dem Producte. Wenn also die Abstände zweier longimetri- 
schen Quatemionen zwei aufeinanderfolgende Seiten eines Dreiecks bilden, 
so ist die dritte Seite, durchlaufen in der Eichtung von der ersten zur 
dritten Ecke des Dreiecks, der Abstand des Productes jener zwei Quater- 
nionen, während sich leicht zeigen lässt, dass der Tensor des Productes 
gleich dem Producte der Tensoren der Factoren ist. 

Nimmt man jene Abstände einmal geradezu als Vertreter der Versoren 

an, so ist 

q^qjj = Tq^.Uqi .Tqa-Uqa = Tq^.Tqj.Uqj .Uqj 

= Tqi .Tq2 .ab . bc = Tq^ .Tqj . ac. 

Denkt man sich das Dreieck a b c zu dem Parallelogramme a b c b 

ergänzt, so kann auch a b als Vertreter von U q2 und b c als Eepräsentant 

von Uqi gelten. Es ist dann 
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q^q, = Tq2 . Tq, . Uq, . üq, = Tq, . Tq, . ab . bc 
= Tqj.Tq, .ac = q, qj. 

Es ist also q, qj = q2qi. Mithin ist bei der Multiplication longi- 
metrischer Quaternionen das commutative Princip giltig. Damit ist aber 
ein wesentlicher Unterschied zwischen longimetrischen und goniometrischen 
Quaternionen festgestellt. 

Der Quotient qj : q^ lässt sich, nachdem q2 und q^ auf gleiche Nenner 
gebracht sind, auf den Quotienten der beiden Zähler zurückführen, mithin 
ebenfalls auf eine Quatemion. 

Sind die Tensoren zweier Quaternionen gleich eins, so reduciren sich 
diese Quaternionen auf ihre Versoren, welche darstellbar sind durch die 
Abstände der beiden Quaternionen. Legt man diese Abstände an einander, 
so ist das Product der Quaternionen dargestellt durch die dritte Dreiecks- 
seite. Auch der Quotient der beiden Versoren lässt sich als eine Dreiecks- 
seite finden , wenn man die Abstände von q^ und q^ nicht nach einander, 
sondern von demselben Punkte aus abträgt. Dann ist der Quotient dar- 
gestellt durch die dritte Dreiecksseite, durchlaufen vom Endpunkte des 
Divisors zum Ende des Dividenden, indem dieser Vector in der That der 
Abstand des gesuchten Quotienten ist. 

Da die Tensoren der Producte oder der Quotienten zweier Quaternionen 
die Producte oder die Quotienten ihrer Tensoren sind, so kann man nun den 
Satz aufstellen: Multiplication oder Division zweier Quaternionen erfolgt 
durch Ausführung derselben Operation mit den Tensoren und mit den 
Versoren, wenn man letztere als Quotientvectoren betrachtet. Denn die 
Verbindung der Quotientvectoren durch Multiplication und Division giebt 
gerade die hier verlangten Besultate. 

3. — Für -das Product dreier Quaternionen ist das associative Princip 
giltig, d. h. es ist 

(qi qa) qs =- qi (q2 qa)- 

Es folgt diess leicht daraus, dass, wenn die Tensoren dieser Quater- 
nionen gleich eins , und ab, b c, c b die Abstände der drei Quaternionen 
sind, sich das Product darstellen lässt durch 

qj q2q3 == ab . bc . cb, 

wobei die Abstände als Quotientvectoren betrachtet sind. Da aber für 
diese Vectoren 

(ab . bc) cb = ab (bc . cb) = ab, 

so ist also für das Product dreier Versoren die Gruppirung der Fao- 
toren ohne Einfluss auf das Eesultat. Der Nachweis der Richtigkeit 
dieses Satzes für beliebige Quaternionen bietet keine Schwierigkeiten, da 
die Tensoren als Sealare (reelle Zahlen) commutativ sind. 
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4. — Auch das distributive Princip gilt für longimetrische Quater- 
tionen, indem wir nachweisen können, dass 

(P + q) (r + s) = pr + qr + ps + qs, 
irorin sämmtliche Buchstaben Qüaternionen darstellen. 

Um zuerst zu beweisen, dass 

(P + q)r = pr + qri 
lenken wir uns diese Qüaternionen sämmtlich auf den Divisor « reducirt, 

dass z. B. 



a 



q = — 

a 



a 



IC, 




•f^- 



Seien femer die Abstände dieser drei Quotienten dargestellt durch a b, 
attj (Fig. 21), so ist 

\a a / a a a 

wenn 8 die Summe der parallelen 
/ Vectoren ß und y ist. 

Dieses letzte Product ergiebt 
sich aber leicht als eine Quatemion 
dj : a mit dem Abstand a b^ , wenn 
b der Anfang von d, während bbj 
eine den Kanten des Prismas 
a b c a^ Bj q parallele und gleiche 
Strecke darstellt. 

Fig. 21. 

Es ist dagegen p r + q r die Smnme zweier Qüaternionen mit gleichen 
Nennern, und ab^ und aci als Abständen, deren Zähler sich verhalten 
wie T j5 : T 7, deren Summe daher bj q im umgekehrten Verhältniss dieser 
Tensoren in 1)2 theilt. Mithin ist b b2 parallel zu den Kanten des Prismas, 
und es föUt daher b2 mit b| zusammen. Es ist also der Abstand in der 
Summe p r + q r derselbe , wie in (p + q) r- Dass aber auch die Ten- 
soren gleich sind, folgt daraus, dass für diese die Gesetze für Sealare 
gelten. Es ist nämlich 

T(p + q)r = (Tp + Tq)Tr = Tp.Tr + Tq.Tr 
= T(pr + qr). 

Mit Hilfe des vorstehenden besonderen Falles ergiebt sich nun leicht 
die Giltigkeit des commutativen Principes in der allgemeineren Form. 
Es ist nämlich 

(P + q) (r + s) = p (r + s) + q (r + s) ; 

und da diese Producte commutativ sind, so dürfen wir für die rechte 
Seite setzen (r + s) p -|- (r + s) q , welche Summe sich schliesslich auf- 
lösen lässt in pr + ps + qr + qs als Werth für (p -f q) (r + s). 
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§. 63. Verwandte QoAtenüoneiL 

1. — Unter der reciproken Quatemion Bq von q yerstehen wir 
die Qaatemion, welche mit q multiplicirt znm Producte eins ergiebi 
liVlrd also der Yector /a erst mit q und dann mit Bq multiplicirt, so 
erhalten wir wieder ^i. Es ergiebt sich daher ans 

q . Bq = Tq . Uq . TBq . UBq = Tq . TBq . XJq . UBq = 1, 
dass TBq = (Tq)-i nnd UBq = (Uq)-S 

dass mithin Bq = (Tq)-i • (Uq)-» = q-» . 

Da also dnrch Multiplication yon q.fi mit Bq die Wirkung der 
Multiplication des fi mit q Tollständig angehoben wird, so muss (üq)"^ 
eine Yerschiebung erzeugen, welche der durch Uq heryorgebrachten zwar 
an Orösse gleich, der Bichtung nach aber entgegengesetzt ist. Es muss 
diess besonders erwähnt werden, weil man sonst meinen könnte, eine Yer- 
schiebung im negativen Sinne würde durch — Uq angedeutet. 

2. — Die negative Quatemion — q ergiebt in fi multiplicirt 
einen neuen Yector von derselben Länge wie q^i, und auch mit demselben 
Anfangspunkte, aber von entgegengesetzter Bichtung. 

Der Yersor von — q ist also derselbe wie der von q; dagegen ist 
T( — q) == — Tq. Wir können uns — q enstanden denken aus — ßia, 
oder aus j9 : — a, und müssen in — q das Yorzeichen dem T^isor bei- 
legen, da der Yersor immer als ein zeichenloser Ausdruck auftritt. 

3. — Die zu q conjugirte Quatemion Eq unterscheidet sich von 
q nur durch den Siim, in dem die von ihr hervorgebrachte YerscMebmig 
vor sich geht. Yerschiebt nämlich q von a nach b, so bewirkt Kq die 
Yerschiebung von b nach a. Die Tensoren und die absolute Grösse der 
Yerschiebung beider Quatemionen sind dagegen dieselben. Denken wir 
uns z. B. den Abstand ab der gleichlangen parallelen Yectoren a und ß 
in m halbirt, und durch den Halbirungspunkt den Yector ^ parallel zu 
a und ß gezogen, so ist - . . 



^=.kL lind L 



a 



K — , und -i- = K — , 

woraus sofort folgt, dass allgemein 

TKq = Tq, UKq = Uq-^ = (Uq)-i , KKq = q. 
Femer ergiebt sich leicht, dass 

q + Kq = (a + ^):^ = 2Tq, 
weil die in a und b angebrachten Yectoren « und ß sich bei gleicher 
Länge zu einem in m befindlichen Yector von doppelter Länge summiren, 
der dann durch ^ dividirt eine Quatemion ergiebt, die sich auf 2Tq 
reducirt. 
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Wie bei den goniometrischen Quaternionen, so ist auch bei den 

ongimetrischen 

qKq = Tq . Uq . Tq . (Uq)-i = (Tq)2. 

3aher ist auch hier die conjugirte Quatemion einer reellen Zahl diese 

5ahl selbst. Aus Vorstehendem ergiebt sich ferner 

(q + Kq)2 = q2 + 2qKq + (Kq)« = 4(Tq)2, 

ind da qKq = (Tq)2, 

10 ist q2 + (Kq)2 = 2(Tq)2. 

Da aber auch 

q2 + K(q2) = 2T(q2), 

jo haben wir, weil (T q)2 = T (q^), 

luch . (K q)2 = K (q2), 

5in Satz, der sich auch für höhere Potenzen alö giltig erweisen lässt. 

Es ist, abweichend von den goniometrischen Quaternionen, jetzt 

K(q, q2) = Kqi.Kq2. 

Denn indem wir uns auf Versoren beschränken , kann q^ durch ab^ q2 

iurch bc dargestellt werden. Dann ist 

qj qj z= a b . b c = a c, 

Kqi . Kq^ = ba . cb = cb . ba = ca = K(qi q^). 

Für Quatemionen überhaupt ergiebt sich dann der Satz durch Zu- 

f&gung der Tensoren, 

4. — Mann kann aus den vorstehenden Beziehungen zwischen q und 
Kq auch noch folgendes Eesultat entwickeln. Es ist 

q2 + 2qKq + Kq2 = 4(Tq)2 = 4qKq,. 
mithin q2 — 2qKq + Kq2 = 0, 

oder (q — K q)2 = 0, 

und hieraus q — Kq = 0, oder q = Kq. 

Dieses Ergebniss ist aber durchaus nicht allgemein zulässig. Der 
Grösse nach sind allerdings q und Kq einander gleich, aber als longi- 
metrische Quaternionen sind sie es ganz und gar nicht; sie stehen fast 
in demselben Gegensatze wie positive und negative reelle Zahlen. Es 
muss daher der letzte Schluss ein unrichtiger sein, nämlich der, dass aus 
(q — K q)2 = folge, dass auch q — K q = sei. 

So auffallend nun auch dieses Eesultat ist, so müssen wir es doch 
als eine Consequenz der Rechnung mit longimetrischen Quaternionen an- 
nehmen und daher geradezu feststellen, dass, obgleich q — K q nicht Null 
ist, doch (q _ K q)2 den Werth Null hat. 

Dieses Ergebniss veranlasst uns, q — Kq noch einmal näher ins 
Auge zu fassen. Es sei 

TT ^ ß ' ^ ß 

q — Kq = -^ = ^. 
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Hierin ist nun der Zähler ein Operator, durch dessen Addition zu 
einem beliebigen Vector 7, wie wir früher schon nachgewiesen, dieser in 
einer zu ba parallelen Kichtung verschoben wird, ohne dass seine Grösse 
eine Aenderung erleidet. Dasselbe gilt von der Quatemion (a — ß)i fih 
Bezug auf eine andre Quatemion. Durch Addition von q — K q zu einer 
beliebigen Quatemion wird ohne Aenderung des Tensors derselben nur ihr 
Versor verändert. Es ist also q — K q ein Verschieber für longimetrische 
Quaternionen, aber nicht durch Multiplication, sondern durch Addition. 
Und von diesen Additionsversoren haben wir nun gefunden , dass ihr 
Quadrat gleich Null ist, ein Eesultat, dass sich auch leicht bestätigen 
lässt, indem man an einer Figur nachweist, dass in der That q^ -j- Kq^ 
und 2q.Kq gleichgrosse Werthe an derselben Stelle sind, die daher bei 
entgegengesetztem Vorzeichen einander tilgen. 

Es lässt sich aber leicht zeigen, dass nicht nur das Quadrat d^* 
Differenz aus einer longimetrischen Quatemion und ihrer Conjugirten 
gleich Null ist, sondem dass das Product je zweier solcher Differenzen 
Null ergiebt. Denn es sei 

Pi=qi — Kq,, P2 = q2 — Kqa, 
dann ist 

Vi P2 = qi <b + Kqi . Kqj — (q^ Kq^ + qaKq,) 
= q, q2 + K(qi qj) - (q, Kq^ + qj Kq^. 
Von der rechten Seite lässt sich nun zeigen, dass sie gleich Null ist 
Die zwei ersten Summanden ergeben nämlich 2 T (qj q2) ; upd die Smnme 
der beiden letzten Glieder lässt sich mit Zuziehung einer Figur, in wel- 
cher die Versoren durch die Abstände dargestellt sind, auch als 2 Tq^ . Tq2 
oder 2 T (qj qj) nachweisen. Mithin ist pi P2 wirklich gleich Null. 

Es lässt sich später leicht zeigen, dass überhaupt die Differenzen gleicher 
parallelen Vectoren durch einen dritten Parallelvector dividirt Werthe 
liefern, für welche das Product je zweier gleich Null ist. 

Obschon der Satz, dass ein Product nur zu Null werden kann, wenn 
einer der Factoren Null ist, ein bekanntes Princip der allgemeinen Arith- 
metik bildet, so haben wir doch schon in der Theorie der goniometrischen 
Quaternionen (§. 53, 9) complexe Quaternionenausdrücke gefunden, deren 
Product Null ist, ohne dass einer ihrer Factoren verschwindet. Wir 
haben auch in der Theorie der longimetrischen Fmictionen in j— 1 einen 
Ausdruck kennen gelernt, dessen Quadrat j2 — 2j + 1 ^i^r Null gleich 
ist, doch werden wir sehen, dass die Differenz j — 1 in naher Beziehung zu 
q — Kq steht. Endlich wollen wir erwähnen, dass die alternirenden 
Zahlen, wie sie Hankel in seiner Theorie der complexen Zahlen erörtert, 
geradezu von Einheiten ausgehen, deren Quadrate Null sind. Das für 
den ersten Augenblick so auffällige Resultat , dass p^ P2 gleich Null sei, 
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« 

[>hiie dass Pj oder pg verschwindet, steht also nicht isolirt da, ist aber 
für die longimetrischen Quaternionen eine ebenso charakteristische Eigen- 
schaft, wie für die goniometrischen Quaternionen etwa der Satz, dass das 
Quadrat von q — K q einen negativen Werth hat. 



§. 64. Die Versoren als Qnotientvectoren. 

1. — Wir haben im Vorhergehenden den Versor einer Longiquatemion 
mehrfach dargestellt durch deren Abstand, d. h. durch den Vectorabstand 
des Anfangspunktes des Divisorvectors von dem des Dividendvectors der 
Quaternion; dadurch gestaltete sich nämlich die Betrachtung oft ein- 
facher, vorwiegend aber anschaulicher. Gegenwärtig wollen wir nun nach- 
weisen, dass man in der That den Quotienten gleichlanger paralleler 
Differenzvectoren als denjenigen Quotientvector definiren kann, der mit 
dem Abstände ihrer Anfängspunkte zusammenfallt. 

Eine Longiquatemion, deren Tensor gleich eins ist, reducirt sich auf 
ihren Versor, d. h. auf einen Operator, der durch Multiplication einen 
Differenzvector um eine gewisse Länge in eine zur alten parallele Lage 
verschiebt. Ein solcher Versor kann daher geradezu dargestellt werden 
durch den Vector, um den er verschiebt, d. h. durch die Verbindungs- 
strecke zwischen den Anfangspunkten der ersten und zweiten Lage des 
verschobenen Differenzvectors , dieser Abstand betrachtet nach Grösse, 
Eichtung und Sinn. 

Sind daher a und ß parallele Einheitsvectoren, oder doch von gleicher 
Länge, so können wir j9 : a ersetzen durch c, d. h. den Abstand, ab der 
Anfangspunkte von « und ß. Sind a und ß nicht längengleich, so ist 

üi?:Ua = U(i?:a) = c. 
Dass wir dabei den Vector ab mit c und nicht etwa mit y bezeichnen, 
geschieht deshalb, weil wir noch nachweisen werden, dass ab als Vertreter 
von U ((3 : a) ein Quotientvector , also nach früherer Bestimmung mit 
lateinischen Buchstaben zu benennen ist. 

Ist der Tensor einer Longiquatemion nicht gleich eins, so lässt sie 
sich darstellen durch 

q = Tq . Uq = Tq . c, 
wo auch hier c der Abstand der Quaternion als Quotientvector ist. Wir 
können daher jede solche Quaternion jetzt darstellen als Product aus 
einer Zahl in einen Quotientvector. 

Lassen wir c die Einheitslänge in der Richtung des Abstandes sein, 
so ist der Abstand selbst darstellbar durch c" , die Quaternion daher 
durch t . c^ , wenn hierin t den Tensor bedeutet. 
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Die goniometrischen Quatemionen lassen sich dagegen auf die ^t- 
sprechende Form t . 7™ bringen, worin t der Tensor, 7 ein Einheitsvector 
senkrecht zur Ebene der Quaternion und m das Mass des Winkels der 
Quatemion, nämlich (jp : V2 tt ist. 

2. — Die Einführung des Abstandes einer Längenquatemion statt des 
Versors wird jedoch nur gestattet sein, wenn sich allgemein nachweisen 
lässt, dass die Besultate der Bechnung mit Quatemionen auch erlangt 
werden, wenn man diese geometrischen Quotienten ersetzt durch Producte 
aus einer Zahl und einem Quotientvector und mit diesen neuen Aus- 
drücken dieselben Rechnungsoperationen vornimmt, wie mit den ursprüng- 
lichen Quatemionen. Dieser Nachweis soll jetzt für die vier Grund- 
rechnungen geführt werden. Wollte man dabei versuchen, die Abstände 
der Anfänge der Vectoren als Differenzvectoren aufzufassen, so würde man, 
wie wir an einem Beispiele noch zeigen werden, nicht zum richtigen Ziele 
kommen. Man muss die Yersoren durch Quotientvectoren ersetzen, dann 
fallen die Schwierigkeiten weg. 

Es seien v^ und V2 zwei Versoren, die wir uns schon auf gleiche 

Nenner gebracht denken, und es sei 

Vi = jJ:a, V2 = 7:a; 
dann ist 

Vi + Vj = (|5 + y) : a =: 2iw : a, 

wobei 2fi nun eine Länge von zwei Einheiten im Halbirungspunkt m des 
Abstandes bc ist. Ersetzen wir aber V| durch den Quotientvector ab, 
und V2 durch ac, so ist nach §. 58, 5 

Vj + Vj = ab + öc = 2ani. 

Betrachten wir jetzt den Quotientvector am als Vertreter eines Ver- 
sors, so dürfen wir am gleich /w : a setzen und haben damit durch die 
Bechnung. mit den Quotientvectoren dasselbe Besultat gefunden, wie durch 
die Bechnung mit den Quatemionen selbst. 

Wollten wir aber ab und ac als Differenzvectoren auffassen, so wäre 
ihre Summe gleich ab, d.h. gleich der Diagonale in dem Parallelogramme 
abbc, von welchem abc die eine Hälfte ist. Es wäre also die Summe 
der Versoren Vj und Vj ein Versor mit dem Abstand a b, welches unrichtig 
ist, d. h. nicht übereinstimmt mit dem Besultate der directen Addition 
von Vi und V2. Wir dürfen also, wenn wir die Versoren durch die Ab- 
stände der Quatemionen ersetzen wollen, diese Abstände nicht als DiflFerenz- 
vectoren auffassen. 

Durch Vorstehendes ist bewiesen, dass 

Vi + V2 = m, + m2 = 2 m, 
wenn mj und m2 die Abstände der Versoren Vj und V2, m aber der Ab- 
stand der Quaternion v^ + ^a ist. 
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Hätten wir dagegen q, -f ^2 zu bilden, so würden wir setzen 

« I « __ 1^1 I 1^2 _ ßi + ßl ß 

a a a a 

WO ß nun ein Vector mit dem Anfang im Punkte b ist, der so liegt, 

äass bj b : bbj = T/^g : Tft , während Tß — Tß^+Tß^ ist. Ersetzen 

wir nun q^ durch T q^ . m^ und q2 durch T q^ . m2 , wo m^ und mj die 

Quotientvectoren abj und ab2 sind, so ist 

qi + q? = Tq, . m, + Tq, . m^ = (Tq, + Tq,) . m, 

und jetzt ist m der Quoticntvector am, dessen Ende auf b| b2 und zwar 

so liegt, dass b^ m : mb2 = Tq2 : Tq, ist, nach der in §.58, 5 gegebenen 

Regel, wonach für Quotientvectoren 

m . oa + n . ob = (m + u)oc, 
wenn 

m : n = cb : ac. 

Es sind daher die _Eesultate der directen Addition von q^ -f ^2 ^^^ 
von Tq^ . mj -f Tqj . mg dieselben, wenn man zum Schluss (Tq^ + Tq2) m 
als eine Quaternion auflfasst mit dem Versor m. 

Aus qt + q2 = Tq^ . m, + Tqj . m2 = (Tq^ + Tqj) . m 

= (Tq, + Tq2) . V2 (m, + m,) 
= (Tq, + Tq2) V2 (Uq, + Uq2) 
sieht man noch, dass der Tensor der Summe zweier Quaternionen zwar 
gleich der Summe der Tensoren der Theile, dass aber der Versor der 
Summe nur gleich der halben Summe der Versoren der Summanden ist. 
Es ist also die Bildung des Tensors einer Summe eine distributive Operation, 
die des Versors dagegen nicht. 

3. — Vorstehende Betrachtungen gelten im Wesentlichen auch für 

qi - q2 = Tq, . m, — Tq2 . m^ = (Tqj — Tq2) . m, 
wo m nun der Quoticntvector ist zu dem Punkte m auf bj b2, der so liegt, 
dass bi TU : tnb2 = ^ Tq2 : Tq,. 

Wenn in dem letzten Falle Tq^ = Tq2 , so fällt m ins Unendliche, 
während der Tensor dieser Differenz Null ist. Ein solcher Unterschied 
lässt sich dann, wie wir schon gezeigt haben, als einen Translator auf- 
fassen, der durch Addition zu einer anderen Quaternion eine Aenderung 
im Versor derselben erzeugt, ohne ihren Tensor zu ändern. 

4. — Das Product der Versoren v^ und V2 ist der Versor v , dessen 
Abstand die dritte Seite in einem Dreiecke bildet, wenn die zwei ersten 
Seiten desselben die Abstände mj und mg von Vj und Vg sind. Ersetzen 
wir nun Vj und Vg durch die Quotientvectoren m^ und mg, so ist nach 
den früheren Lehren über das Product solcher Vectoren mj mg = m , wo 
m die dritte Dreiecksseite zu den aufeinanderfolgenden Seiten m, und m2 
ist. Es ist also in der That m der Abstand des Productes V1V2, kann 

Unverzagt, Qaatemionen. ' 18 
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also geradeso als Vertreter von y^ Y2 auftreten, wie m^ und m.^ es fori 
V, und Vj thun. 

Für qi q2 endlich können wir setzen 

^t q2 = Tqt . Tqj . Uq, . Uq^ = T(q, q^) . U (q, qj) 
= T(qi q,) . m, . m, = T(q, q^) . m, 
indem m geradeso den Versor von q, q^ darstellt, wie m| und nij die 
Versoren von qi und q^ bilden. Es ist endlich auch 

q, Tqt Uq, Tq, * m, q, * ' 

wo n jetzt die dritte Dreiecksseite zu m, und m2 darstellt, wenn m^ und 
ni2 von demselben Punkte ausgehen und n von dem Endpunkte von m^ 
zu dem von m^ geht. Dann ist aber n in der That der Abstand im 
Quotienten und stellt denselben im Verein mit T(q^:q,) vollständig dar. 

5. — Ersetzen wir also in den Longiquatemionen die Versoren 
durch die Quotient vectoren, die ihre Abstände bilden, und führen die 
Rechnung mit diesen Vectoren, denen die Tensoren als Coefficienten bei- 
gegeben sind, so ergeben sich für die vier Grundrechnungen Resultate, 
welche ebenso die Ergebnisse der directen Rechnung mit den Quatemioneo 
darstellen, wie diess durch Einführung der Abstände in Bezug auf die 
jedesmaligen der Rechnung zu Grunde liegenden Quaternionen geschiehL 
Allgemein lässt sich diess etwa durch die Formel ausdrücken 

F(q„ q2 . . .) = F (tj m„ t2 m2 . . .), 
wenn t|, t2 . . . die Tensoren, m,, m2... die Abstände der Quaternionen 
q,, q2 . . . darstellen. 

Die vorstehenden Untersuchungen werden es daher rechtfertigen, wenn 
wir den Quotienten paralleler Einheitsvectoren (oder auch paralleler Vec- 
toren von gleicher Länge) als den Quotientvector ihrer Anfangspunkte 
definiren, so dass also von jetzt an für uns, wenn 

Tß = T«, 
ß : a = ab = c 
gesetzt werden kann, während allgemein 

ß:a = (T!ß:Ta).ah = t.ab = t,c 
ist, mithin auch ß = tca. 

Zugleich geht aus den letzten Betrachtungen hervor, dass wir einen 
Quotientvector nicht allein als einen Factor zu betrachten haben, der 
einen Punkt verschiebt, sondern dass ein solcher auch durch Multiplication 
einen Differenz vector in eine parallele Lage bringt; ganz ähnlich waren 
wir früher dazu gelangt, die Differenzvectoren, welche ursprünglich durch 
Addition zu Punkten dieselben verschoben, als Operatoren kennenzulernen/ 
die durch Multiplication mit einem zu ihnen senkrechten Differenzvector ] 
eine Drehung des letzteren erzeugen. 
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Direct lässt sich die Wirkung der Multiplication eines Quotient vectors 

Ln einen Dififerenzvector etwa so nachweisen. Es sei c . a = aj und 

c . b = bj , dann ist unter Annahme des distributiven Princips einerseits 

c.b — c.a = c(b — a) = c. ab; 
andrerseits ist 

c.b — c . a = bj — Q] = tti bj, 

wo nun Qi^\ ein zu ab gleicher und paralleler DifFerenzvector ist, der 

durch Verschiebung des ^\^ um c in seine Lage kam, so dass wir also 

haben c. ab = a,bj, was wir zeigen wollten. 

6. — Wie wir im Vorstehenden gelernt haben, einen jeden Versor 
durch einen Quotientvector zu ersetzen, so können wir nun auch umge- 
kehrt jeden Quotientvector als den Versor einer Longiquaternion , mithin 
als eine solche Quaternion mit dem Tensor eins selbst auffassen. Dadurch 
erscheinen jetzt die Eechnungen mit Quotientvectoren zum Theil in einem 
anderen Lichte. 

So sind jetzt c und — c Vectoren oder Versoren, die um gleiche 
Längen und in demselben Sinne verschieben, nur kehrt — c die Richtung 
des zu verschiebenden Differenzvectors um. Es stellen dagegen c und c~^ 
Vectoren dar, die in derselben Eichtung um gleiche Längen aber in ent- 
gegengesetztem Sinne verschieben. Es ist endlich Kc, d. h. der zu c 
conjugirte Quotientvector, ein Versor, der die entgegengesetzte Verschiebung 
wie c erzeugt, mithin Kc = c-^ 

Man kann an den Quotientvectoren auch eine Länge und eine Rich- 
tung dadurch unterscheiden, dass man sie in Tensor und Versor zerlegt. 
Bezeichnet man diess wieder durch Ta und Ua, so muss nur festgehalten 
werden, dass jetzt a nicht Ta.üa, sondern gleich Ua potenzirt mit Ta 
ist. Soll die Länge der Quotientvectoren in der Rechnung sichtbar 
werden, so müssen, für irgend einen Quotientvector als Basis, die 
Logarithmen dieser Vectoren gebildet werden, wie diess in §. 59 gezeigt 
worden ist. 

Vielfach muss auch auf die doppelte Bedeutung eines solchen Vectors 
geachtet werden, wonach derselbe bald ein Operator ist, der durch Multi- 
plication einen Differenzvector verschiebt, bald ein Differenzvector 
von der Längeneinheit, der schon um die Länge des Quotientvectors ver- 
schoben ist. Hält man dieses fest, so erklären sich leicht Gleichungen wie 

c + c-^ = 2. 

Dieselbe sagt einmal, dass die linke Seite als Operator durch Multi- 
plication mit irgend einem Vector « dasselbe giebt, wie die rechte, indem 
ca_|_c-^a in der That gleich 2« ist. Dieselbe Gleichung kann aber 
auch aufgefasst werden als ein Ausdruck dafür, dass die von einem ge- 
wissen Anfangspunkt nach entgegengesetzten Seiten in dem Abstände c 

18* 
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abgetragenen parallelen Differenzvectoren von der Längeneinheit, zur Sunmie 
zwei Längeneinheiten im Anfangspunkte ergeben. Rechnend überzeugt man sich 
jetzt auch leicht folgendermassen von der Kichtigkeit dieser Gleichung. 
Es ist, wenn q die Quaternion mit dem Versor c und Tensor 1 vorstellt, 

c + c-i = c + Kc = 2 Tq = 2. 
Ebenso sieht man jetzt ohne Schwierigkeit die Kichtigkeit von 

a + b + c = 3 
ein, wenn die Quotientvectoren a, b und c der Grösse und Sichtung nach 
mit den drei Seiten eines Dreiecks übereinstimmen. Denkt man sich diese 
Vectoren nämlich von einem Punkte aus abgetragen, so kann man die 
linke Seite der obigen Gleichung betrachten als die Summe dreier Einheits- 
vectoren in den Enden von a, b und c. Als diese Summe findet man 
aber leicht drei Längeneinheiten im gemeinschaftlichen Anfangspunkt der 
Quotientvectoren. 



§. 65. • Die Elementarversoren ji, J2, jV 

1. — Wir können auch für die longimetrischen Quatemionen fest- 
stellen, dass eine Quaternion, deren Abstand gleich der Längeneinheit ist, 
eine Elementarquaternion, der zugehörige Versor aber ein Ele- 
mentarversor oder eine Elementare heisse. Bezeichnen v^rir eine 
solche Elementare mit j , so haben wir , wenn Ta = Tß und a b gleich 
der Längeneinheit, 

1^ : « = j, 
oder ß = j(x. 

Es ist also j ein Factor, der « durch Multiplication um die Längen- 
einheit in einer gewissen Richtung verschiebt. Da wir aber im vorigen 
Paragraphen gesehen haben, dass die Versoren gleich dem Quotientvector 
sind, um welchen sie verschieben, so ist j auch gleich dem Quotient- 
vector ab. 

Ist ein Vector y so gelegen , dass er gleich j j?, während jS = j «, so 
haben wir y =jß = pa; 

daher ist y ein dritter Vector, von derselben Länge wie a, dessen Anfang 
c aber so liegt, dass ac ::= 2. ab. Es ist also p ein Factor, der um die 
doppelte Einheit verschiebt; ebenso lässt sich leicht zeigen, dass j«^ eine 
Verschiebung um n Einheiten in der Richtung von ab erzeugt. 

Da aber, wenn y = j^a, der Vector y auch zerlegt werden kann in 
den Vector 2ß in b und — a in a, so ist 

7-=2ß — a, 
oder j2.a = 2j« — a, 

mithin j2 = 2j — 1, 
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svie sich freilich auch aus dem Wesen des j als Quotientvector direct 
ÄX-giebt. 

Dieselbe Beziehung für j haben wir aber schon in dem Abschnitte 
aber die longimetrischen Functionen (§. 34, 3) gefunden. Den daselbst 
Bbenfalls ermittelten algebraischen Ausdruck für j, nämlich 



CO 



ist es dem Verfasser bis jetzt noch nicht gelungen, anders abzuleiten, als 
auf dem dort eingeschlagenen Wege. 

2. — Denken wir uns von dem Punkte o aus zwei Strahlen Of und 
o ij gezogen, und sei der Elementar versor längs des ersteren mit ji, längs 
des zweiten mit J2 bezeichnet, so ist 

j,2 = 2j, -1, J2« = 2J2-1. 

Es ist aber das Product j, j^ ein Versor, der nach Grösse und Eich- 
tung gleich der dritten Seite des Dreiecks ist, welches j, uad jj zu auf- 
einanderfolgenden Seiten hat. Denken wir uns im Endpunkte von j^ jj 
einen Vector d, so kann derselbe auch ersetzt werden durch zwei gleich- 
lange Vectoren in den Endpunkten von j, und jj und durch einen Vector — a 
im Anfangspunkte von jj und J2. Denn die Vectoren j,a und jj« sum- 
miren sich zu 2 « . in der Mitte des Parallelogrammes mit den Seiten jj 
und J2, und dieser Vector 2« ergiebt mit —«im Anfangspunkte als 
Summe einen Vector d im Punkte j, J2, so dass wir also haben 

Ji J2« =Ji« + J2« — «1 
oder j J2 = j, + J2 — 1, 

die auch früher schon gegebene Grundbeziehung zwischen jj und jg, welche 
wir aber jetzt auch als eine Gleichung zwischjen irgend zwei von dem- 
selben Punkte ausgehenden Quotientvectoren auffassen können. 

Denken wir uns von dem Punkte aus noch einen dritten Strahl oj 
ausserhalb der Ebene j, J2 gezogen, und sei J3 der Elementarversor in 
dieser Richtung, so gelten zu den obigen Beziehungen zwischen jj und J2 
auch noch die Gleichungen 

J3'^ = 2J3 — 1, JiJ3 = Jl + J3 — 1» J2J3=h+J3-l- 

Endlich ist auch noch 

3iJa]3=Ji +J2 + J3 — 2, 
wie man durch Multiplication einer der beiden letzten Gleichungen mit 

der darin noch fehlenden Elementaren findön kann, oder, auch direct durch 
geometrische Betrachtungen. Es stellt nämlich j, J2 J3 « den Vector d im 
Endpunkte der von ausgehenden Diagonale des Parallelepipedons über 
den Kanten j,, jj und J3 dar, während ji« + J2« + J3« öi^^^ Vector von 
der Länge 3« im Schwerpunkte des Dreiecks angiebt, dessen Ecken die 
Endpunkte von jj, jj und J3 sind. Endlich ist 

Ji« + J2« + J3« — 2« 



278 Sechster Abschnitt. 

der Ausdruck für einen Vector , der den Abst^d des Punktes o von 
dem vorgenannten Dreiecksschwerpunkte äusserlich im Verhältniss von 
3:2 theilt, der also seinen Anfang im Endpunkte der oben genannten 
Diagonale hat; es ist mithin 

Jl J2J3« = Jl«+ J2«+J3« — 2«,. 

oder 

JiJ'iJ3=Ji + J2+.J3 — 2. 
Man könnte von aus noch weitere Strahlen ziehen mit den Versoren 
jii js • • • ; diess ist jedoch deshalb nicht nöthig, weil es uns gelingen 
wird, jeden weiteren Versor mit Hilfe von ji, J2 und J3 auszudrücken. 
Doch kennen wir noch zufügen, dass 

Jl J2 J3 J4 = Ji + J2 + J3 + J4 ~" 3, 

und ganz allgemein 

jl • J2 • • • • jn = Jl + J2 + • • • • 4" Jn li + 1» 

wie sich leicht durch den Schluss von r auf r + 1 nachweisen lässt. 

Schliesslich wollen wir erwähnen, dass die durch j,,J2 und J3 aus- 
gedrückten Längeneinheiten längs der Strahlen of, op imd oj durchaus 
nicht längengleich unter einander zu sein brauchen. Es darf vielmehr 
die Einheit auf einem jeden dieser Strahlen eine andere sein, obige For- 
meln bleiben doch richtig. 

Man kann auch noch andere Beziehungen zwischen den Elementaren 
j,, j.^ und J3 aufsuchen, wie wir in §. 38, 4 und §. 41, 4 gezeigt haben. 
Ganz allgemein lässt sich jede algebraische Verbindung von j,, J2 und J3, 
die keine transcendenten Ausdrücke derselben enthält, auf die Form 

^A + Bj, +Cj, + DJ3 
bringen. Das einfachste* Mittel bietet hierzu der erweiterte Moi vre' sehe 
Lehrsatz, dessen Giltigkeit für die vorliegenden Quaternionen durch die 
Betrachtungen des nächsten Paragraphen festgestellt wird. 

3. — Die leicht nachweisbare Eigenschaft der Quotientvectoren, dass 
a — 1 ein Ausdruck ist, der, ohne Null zu sein, doch zum Quadrate Nnll 
ergiebt (vergl. §. 62, 4), gilt auch von den Elementarversoren j,, j, und J3. 
Es sind 

*^i r= ji — 1» k2 = J2 — 1, k3 = J3 — 1 

Werthe, deren Potenzen und Producte unter einander gleich Null sind. Diese 

Eigenschaft kann zur Aufstellimg von Ausdrücken oder Zahlen führen 

von der Form 

Aki + Bk2 + Ck3, 

welchen die Eigenthümlichkeit anhaftet, dass sie nur durch Addition und 

Subtraction mit einander zu endlichen Werthen verbunden werden können, 

dass dagegen Producte derselben stets Null zum Eesultate ergeben, während 

ihre Quotienten Null durch Null sind. 



I 
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Eine solche Zahl ist ein Operator durch Addition oder Subtraction. 
Es ist nämlich 

, 7 4- ö(Ak, + Bkj + Cka) 
ein neuer Vector von der Länge 7, dessen Anfang e aber so liegt, dass 

T7.cc = Td.ob, 
wenn c der Anfang von 7, der Anfang von jj, J2 und J3, und b endlich 
der Punkt in der Ebene durch die Enden von j,, J2 und J3 ist, dessen 
Eaum Cosinusse A, B und C sind. Zugleich lässt sich zeigen, dass die 
Verschiebung cc parallel zu ob ist. 

Dieses Eesultat steht in engem Zusammenhang mit dem' in §. 60, 2 
nachgewiesenen Verschieben eines Vectors durch Addition eines Vector- 
paares, indem in der That 

d(Ak, +Bk2 + Ck3) 
das Vectorpaar 8 — Öq ist, wovon d in dem Punkte b der Ebene der Endpunkte 
von ji, J2, J3 angreift, während — 8q in dem Anfangspunkt dieser Elementar- 
versoren beginnt. Die Einheiten k, , k2, k3 dieser neuen Art Zahlen bewirken selbst 
Verschiebungen in den Richtungen von j^, j^ und J3, Richtungen, die man 
daher auch als die von k|, k2 und k^ bezeichnen kann. Diese Einzel- 
verschiebungen sind proportional und parallel den Längen und Richtungen 
der Versoren j,, J2 und J3. Die Möglichkeit einer Verwendung solcher 
Ausdrücke in kj, k2 und k3 auf dem Gebiete der Mechanik sieht man 
leicht ein, indem dort den Kräften- und Rotationspaaren ähnliche Eigen- 
schaften zukommen wie den k Zahlen. 



§. 66. £erle^ng der longimetrischen Quaternionen in Summen. 

1. — Ist q = /5 : a, SO können wir uns den Vector ß zerlegt denken 
in die Parallel vectoren ßQ und ß\ von denen j^o nach Anfang und Richtung 
mit « zusammenfällt , während ß* in der Entfernung j von « auf der 
durch die Anfänge von « und ß gehenden Geraden seinen Anfang hat. 
Dann ist unter Annahme des distributiven Principes 

a a a a ' 

Dabei ist TßQ = Tß . Cosb, 

Tj5' = Tj9.Sinb, 
wenn diese longimetrischen Functionen auf die Länge j als Basis mit 
dem Anfange in a bezogen sind. Wir bekommen daher 

-^ = ^ (Cosb + j Sin b) = J^.(Cos ab + j Sin ab) 

a La Ice 

als Ausdruck für ö : a, weil ß* nach der Voraussetzung in der Entfernung 
j von a, daher ß* : a eine Elementarquatemion mit dem Versor j ist. 
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In dem so gefundenen Binome ist (T/?:Ta)Cos6 eine gemeine Zahl, 

ein Scalar, während j . (T/i : Ta) . Sinb einen Quotient vector darstellt, der 

noch mit einem Coefficienten behaftet ist. Wir können daher den ersten 

Theil den Sealartheil oder den Scalar der Quatemion nennen, den 

zweiten Theil dagegen ihren Vectortheil oder ihren Vector. In 

Zeichen werden wir diess ausdrücken durch 

q = |J : « = Sq + Vq = Tq . (Cosb + jSinb), 
so dass also 

Sq = T q . Cos b, Vq = Tq . Sin b . j 

ist. Damit haben wir auch die longimetrische Quaternion in eine Summe 

aus einer Zahl und einem Vector zerlegt. Nur wenn ß auf « fällt, wird 

die Quaternion zu einem Scalar; und nur wenn ß in der Entfernung j 

ist, reducirt sie sich auf den Vector. 

Die scheinbare Unbestimmtheit, die in Bezug auf die Länge des j 
herrscht, hat bei den goniometrischen Quatemionen ihr Entsprechendes. 
Es ist ja durchaus nicht nothw'endig, den rechten Winkel als die Grund- 
lage bei goniometrischen Betrachtungen einzuführen; und mit Annahme 
eines Winkels X als Basis haben wir auch früher als Ausdruck für die 
goniometrische Quatemion ß : a gefunden 

4="t! •['Cos(«|S) + j, ^Sin(«)J)], 

WO nun die rechts stehenden Ausdrücke sich mit >L ändern. 

Die für die longimetrische Quaternion q = jj : « gefundene Form 

(TßiTa) (Cos ab +j Sin ab) 
lässt sich auch schreiben ^ 

q = Tq. (Cos ab +j Sin ab) 
und lässt dann erkennen, dass 

Cos ab 4-J Sin ab 
ein Ausdruck für Uq ist, d. h. für einen Verschieber um die Länge ab. 

3. — Zerlegt man ß in die drei Parallel vectoren jJq, A» ß2i deren 
Anfänge bezüglich in ao, a, und d^ sind, welche letztere drei Punkte aber 
mit b in einer Ebene liegen müssen, so ist 

ß _ Ä + ft + ft ^ _Ä9. I ßi_ I ß2 . 



a a a a a 

und da 

T/9o = T/^ . Cos^ b, T j?, = T j3 . Cos, b, TjS, = Tß . Cosj b, 
so erhalten wir, wenn a selbst seinen Anfang in ao hat, 

ß:a = (Tß: Ta) {Cosq b + ji Cos, b + jj C0S2 b), 

wobei wir die Quotientvectoren ao a, und ao a2 mit j, und J2 bezeichnen, 
während die auf der rechten Seite stehenden Planfunctionen des Punktes b 
auf das Dreieck ao a, a2 bezogen sind. 
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Zerlegt "man endlich ß in die Parallelvectoren ß^^, ß^i ß^^ ß'^^ die ihre 
A^nfange in den Eckpunkten a,, a,, a2, aj eines beliebig gelegenen Te- 
traeders haben, so ist, wenn « wieder in Qq beginnt, 

— = -m^ . (Coso b + ji Cosi b i" J2 C0S2 b + J3 C0S3 b), 

worin die Raumfunctionen des Punktes b nun auf das Tetraeder a^ a^ 03 ag 
bezogen sind, während ji, J2» J3 die Quotientvectoren ao a|, 0902, clqü^ 
bezeichnen. 

Damit wäre auch eine viergliedrige Normalform för longimetrische 
Quaternionen aufgestellt , deren Aehnlichkeit mit der Normalform der 
Hamilton 'sehen Quaternionen klar vorliegt, und deren Herleitung aus 
einer ^besonderen Form der goniometrischen Quaternionen schon in §.54,8 
erfolgte, wo uns nur die Bedeutung des j als eines Quotientvectoren noch 
mangelte. 

4. — Ans der viergliedrigen Normalform der Quaternion ß : a 
ergiebt sich 

ß = Tß . (Cosj b + j, Cos, b + J2 C0S2 b + J3 C0S3 b) . ü«. 

Dabei dient Ua nur dazu, die für a und ß gemeinschaftliche Eichtung 
festzustellen. 

Ist Tß gleich eins, so haben wir 

XJ ß == (Cosq b -^ j, Cos, b 4" J2 C0S2 b + J3 C0S3 b) . ü«. 

Mit diesem Ausdruck ist also der Tensor eines Vectors zu multipli- 
ciren, um auszudrücken, dass er seinen Anfang in dem Punkte b hat und 
parallel zu a geht. Man könnte daher den Coefficienten an U« als einen 
Repräsentanten des Punktes b auffassen, und wir hätten damit ein Mittel 
gefunden, um die Punkte des Raumes zahlenmässig darzustellen. Freilich 
ist diess nur eine Darstellung derselben in Bezug auf das Grundtetraeder 
öo ^i ^2 ^3 1 ^^^ dl® Punkte aufgefasst als Endpunkte der von Oq aus- 
gehenden Quotientvectoren. 

Der an üa stehende viergliedrige Factor ist ein Versor, der Ua von 
a^ nach b schiebt. 

Damit ist der Beweis geliefert, dass sich jeder von ao ausgehende 
Versor mit Hilfe dreier diplanaren Elementaren darstellen lässt, welche 
ihren Anfang in a^ haben. 

Um den Versor zu erhalten, der von dem Punkte b nach dem Punkte 
c schiebt , haben wir nur den Ausdruck für den Quotientvector a^ c zu 
dividiren durch den Ausdruck für a^ b und erhalten mit Hilfe des erwei- 
terten Moi vre 'sehen Satzes 
b c = Coso (c - b) + j, Cosi (c — b) + j^ Cos^ (c - b) + J3 C0S3 (c — b). 

5. — Dass der erweiterte Moi vre* sehe Satz, wie wir ihn in den 
§. 31, 1, §. 38, 3 und §.41, 2 für longimetrische Functionen bewiesen 
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haben, allgemein für die Yersoren longimetrischer Quaternionen in ihrer 
xwei-, drei- oder viergliedrigen Form gilt, bedarf keines besonderen Nach- 
weises , da die in den entwickelten Yersoren vorkommenden Grössen alle 
die ISgenschaften besitzen, welche wir in den genannten Paragraphen Im 
Herleitimg des Satzes vorausgesetzt haben. Doch lässt sich hier die 
Bichtigkeit jener Sätze, unter Voraussetzung der Eigenschaften der Yersoren 
und Elementaren, leicht anschaulich direct darthun. Es ist für die drei 
parallelen und in a, b, c anfangenden Yectoren a, ß, y 

7 _ 7 ß 



Nun ist aber 



a ß ' a 



Y Ty 

— = -ffT- ' (Coso ac -h j, Cos, ac + J2 Cosj ac -f jg C033 ac), 

während wir für (y : ß) (ß : «) setzen können das Product der Ausdrücke 
(T7 :Tß). (Coso b c + j, Cos, b c -4- j^ Cosj b c + J3 C0S3 b c), 
{Tß : Ta) . (CoSj, ab + ji Cos, ab + J2 Cos^ ab + J3 C0S3 a b). 
Da aber ac = ab -f- bc, so ist hiermit die Eichtigkeit des bekannteo 
Lehrsatzes bewiesen, wonach in abgekürzter Form 

CjSab . CjSbc = CjS(ab + bc) = CjSac. 

Aus Vorstehendem geht zugleich hervor , dass den Elementaren j 

alle die Eigenschaften zukommen , die wir in der ersten Abtheilung fSr 

diese Factoren aufgestellt haben, und dass wir, wo diess nöthig erscheinen 

sollte, für diese Elementarversoren auch den algebraischen Ausdruck 
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V — 1 einführen dürfen. 

Schliesslich wollen wir noch erwähnen, dass wir den Mo i vre 'sehen 
Satz in seiner Anwendimg auf longimetriche Functionen jetzt auch nock 
in andrer Form schreiben können. In der allgemeinsten Fassung hatten 
wir denselben ausgedrückt durch 

CjSm.CjSn= CjS(m + n), 
oder frei von der dem m und n anhaftenden Unbestimmtheit 

CjS (a^m) . C j S (a^n) = CjS (aetti + ^o«)- 

Dabei sind a^m und a^n Differenzvectoren. Fassen wir dieselben 

dagegen als Quotientvectoren auf, so würde die rechte Seite dieser 

Gleichung zu CjS(aom . üqU) werden. Ebenso würden wir jetzt schreiben 

können 

[CjS(aom)]p =CjS(aom)p. 

Für die Addition der Yectoren ß und y würden wir finden 

|5 + 7 = (TjS . CjSb -f T7 . CjSc)Ua 

= (T^4-Ty).CjS ^^'^^^^+ -^^,ü«, 

worin jetzt Oq b und a^ c Quotientvectoren darstellen. 
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6. — Mit Hilfe der Normalformen 

q = (TßiTa) (Cosb + jSinb) 
oder 

q = (T^ : T«) (CoSo b + j, Cos, b + j.Cos^ b + J3 C0S3 b) 

kann man nun auch leicht Ausdrücke für die verwandten Quaternionen 
angeben. So ist die reciproke Quaternion 

q-i = (Tq)-i (Cosb + jSinb)-i = Tq-i . [Cos(— b) + jSin(-b)], 

y/vo statt — b auch — ab oder ab-^ gesetzt werden kann, je nachdem man 
a b als Differenz- oder als Quotientvector ansieht. 

Es ergeben sich femer mit Hilfe der Normalform 

Kq = Tq . [Cos (-b) + jSin(-b)] = Tq . [Co8(-ab) + jSin(-ab)] 
= Tq . [Cos {ab-') + j Sin (ab-^l ; 
q-f.Kq = Tq.[Cos(+b) + Cos(-b)] = Tq.(Cosb+l + Sinb) = 2Tq; 

q . Kq = Tq2 . (Cos b + j Sin b) . [Cos (— b) + j Sin (- b)] = (Tq)«; 
q — Kq=Tq.[Cosb+jSinb — Cos(— b) — jSin(— b)] 

= 2Tq.Sinb.ü — 1), 
wodurch dann auch der Zusammenhang zwischen q — Kq und j — 1 nach- 
gewiesen ist. 

Aus der viergliedrigen Normalform der longimetrischen Quaternionen 
finden wir noch S q. = T q . Cos^, b, während 

Vq = T q . ( jj Cos, b + J2 Cosj b + J3 C0S3 b), 
T Vq =n T q . (Cos, b + Cosj b + C0S3 b) = Tq . Sioo b, 

Uq = CoSo b + j, Cos, b + jj Cosj b + j^ C0S3 b, 
SUq = Cos^b, 

VUq = j, Qos, b + J2 C0S2 b + J3 C0S3 b. 
Ist endlich 

so ist Tq = w + X + y + z, 

Uq = ^ + J^^+J^y + JaZ 
w+i+y+z 

Sind ß und y gleichlange und mit « parallele Vectoren, so ist 

(ß — y) :a = {Tß : T«) (Coso b + j, Cos, b'+ jjCos, b) 

— (T 7 : Ta) (Cosj c + j, Cosj c + j, Cosg c), 

wobei ji und J2 Versoren in der Ebene der Anfönge von «, ß und y vor- 
stellen. Da aber T j5 = T y, so erhalten wir 

(j9 — y) : a = {Tß : Ta) . [CoSo b — Cos^ c + j, (Cos, b — Cos, c) 

4- J2 (C0S2 b — C0S2 c)]. 
Nun ist 

Cos« b = 1 — Cos, b — C0S2 b, 

Cosq c = 1 — Cos, c — C0S2 c; 

mithin haben wir 
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{ß — y):a^(Tß: T«) [(j, ~ 1) (Cos, b - Cos, c) 

+ (J2 - 1) (C0S2 b — C0S2 c)] 
= Tj? : T« . [k, (CoS| b — Cos, c) + kj (Cosgb — OoSjC)]. 

Damit ist dann der Nachweis geführt, dass der Quotient aus der 
Differenz zweier gleichen parallelen Vectoren und einem dritten Parallel- 
vector zu den Werthen gehört, die mit einander multiplicirt Null ergeben. 
(Vergl. §. 65, 3.) 

7. — Abweichend von den goniometrischen Quatemionen lassen sich 

die longimetrischen auch in ein Product von vier Pactoren zerlegen. Efe 

ist nämlich 

q = /?: « == Tq.ab = Tq. j*», 

wo m nun so gewählt ist , dass j" den Quotientvector a b angiebt , d. h. 

es ist m das Längenverhältniss von ab und j. Es lässt sich aber auch 

ab ausdrücken mit Hilfe der drei mit ab coinitialen Vectoren j|, J2, J3; 

und zwar erhalten wir 

ab = j,^ . J2^ . J3^ , 

wobei I, 7/ und C die Masszahlen der Coordinaten des Punktes b in Bezag 

auf ein in a beginnendes Coordinatensystem sind, dessen drei Axen in die 

Richtungen von j,, J2 und J3 fallen. 

Wie sich umgekehrt aus 

q = Tq . j, ' . y . ja^ 
die viergliedrige Normalform ableiten lässt, ist schon §. 41, 4 gezeigt 
worden. 

Nicht uninteressant ist schliesslich auch nachfolgende Zerlegung der 
longimetrischen Quatemionen. Es ist 

a a a ~^ Ta ^' 

wobei j der Längeneinheit in der Richtung ab entspricht. 

Nun lässt sich der Quotientvector j zerlegen in drei Factoren nach 
den Richtungen von ji, J2 tmd J3. Sind die Verhältnisszahlen dieser 
Projectionen zu j,, J2 und J3 bezüglich x, y und z, so ist 

Stehen die drei Vectoren j,, jj und jg senkrecht aufeinander und 
haben gleiche Länge mit j, so werden x, y und z den Cosinussen der 
Winkel y,, 92» 93 proportional, welche ab mit den Axen bildet, und wir 
erhalten dann 

-^ = -^ (Cos b + Sin b . j,^^« ^^ . J2''' ^^ . Ja"^' ^ ), 

ein Ausdruck, der volle Aehnlichkeit hat mit einer früher (§.51, 1) ge- 
gebenen Form der goniometrischen Quatemionen. 
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Schliesslich wallen wir noch erwähnen, dass die zwei- oder vierglie- 

drige Normalform der longimetrischen Quaternionen das Mittel giebt, um 

nachzuweisen, dass 

S(qi + q2) = Sqi +Sq^, 

V(qi4-q2^ = Vq,+Vq2, 
K(qi + q2) = Kqi + Kqj, 
T(qi + q2) = Tq, +Tq„ 
i?vogegen ü(qt + q2).öicht gleich üq, + Uq^ ist. 



§. 67. Die Prodncte paralleler Differenzvectoren« 

1. — Man kann das Product zweier parallelen Differenz vectoren auf 
verschiedene Weisen ableiten. Es ist 

ß.a = (ß:a).a^ = —Tß.Ta.ab = —Tß.Ta. (Cos ab + j Sin ab), 

womit das Product ß . a auf eine longimetrische Quaternion zurück- 
geführt ist. 

Dasselbe Eesultat ergiebt sich auch, indem wir ß ersetzen durch 
Tj9 . ab . Ua. Es ist nämlich 

jS . a = Tj5 . ab . Ua . « = Tj3 . T« . ab . (Ua)2 == — TjJ . T« . ab. 

Auch auf dem von Hamilton zur Ermittelung des Productes ein- 
ander schneidender Differenzvectoren eingeschlagenen Wege lässt sich ß:a 
finden. Wir können nämlich definiren ß ,a = ß:a-^ und erhalten dann 

ß.a=.ß:a-^ = ß:{Ta. Ua)-* =^Tß.Ta.J]ß: (Ca)-^ 
= — Tj5.T«.(UiJ:Ua) = —TjS . Ta . ab. 
Wir könnten schliesslich das Product ß . a dadurch herzuleiten suchen, 
dass wir ß und a als die Indices zweier rechtwinkligen goniometrischen 
Quaternionen auffassten und das Product dieser Quaternionen als das der 
Vectoren betrachteten. Selbst als Indices der Logarithmen von zwei 
zu einander senkrechten Quotient vectoren (vergl. §. 59, 6) lassen sich die 
parallelen Vectoren a und ß ansehen, und ihr Product lässt sich gleich dem 
Resultat der Multiplication dieser Logarithmen betrachten. In diesen 
beiden letzten Fällen müsste man freilich die in verschiedenen aber pa- 
rallelen Ebenen befindlichen Quaternionen und Logarithmen dadurch von 
einander unterscheiden, dass man z. B. die dem Vector ß entsprechende 
Elementare noch mit dem Verschiebungsfactor ab multiplicirt denkt. 
Wir gehen aber nicht weiter auf diese Betrachtung ein, sondern erwähnen 
noch eine Schwierigkeit, zu der die zweite der obigen Ableitungen führen 
kann. Hätten wir in ß . a nicht ß durch «, sondern a durch ß aus- 
gedrückt, nämlich a = Ta .ba.JJß gesetzt, so würden wir erhalten haben 

ß.a = ß.Ta.ha.lJß = Tß.Ta,JJß.ba.JJß. 
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Vertauscht man hierin die Factoren U ß und b a , so erhält man 
Tß.Ta.ba.(Oß)^ oder — TjJ.Ta.ba, ein Ergebniss, welches nicht 
dasselbe ist, wie das früher für ß .a gefundene. Der Grund hiervon kann 
nur in der Vertauschung von U/S und ba liegen, und wir ersehen daraus, 
dass wir diese Umstellung der Factoren nicht unbedingt vornehmen dürfen. 

Die Kichtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich auch aus früheren 
Feststellungen. Es ist nämlich 

ba . Uj} = (Ua : TJß) . TJß = Ua. 
Dagegen ist 

TJß.ha = TJß.{T]a:\]ß), 
und in diesem letzten Ausdrucke ist es nicht gestattet Uj? heraus fallen 
zu lassen. (Vergl. §. 47, 4). Wir kommen also zu dem Resultate, dass 
auch das Product aus einem Quotientvector und einem Differenzvector 
nicht commutativ, dass also ß.ha nicht gleich ha.ß ist. Dagegen lasst 

sich zeigen, dass 

ß .ah = f>a. ß. 

Setzen wir nämlich ^ = j9 . ab, so ist 

^ . ba = j9 . ab . ba = j9, 

Q.ha.ß = ß^ = -(Tß)^ 

Q.ha.TJß= -Tß; 

und da ba = Ua : Uj5, so haben wir 

Q.{T]a:Vß).TJß = Q.JJa=:—Tß, 

mithin q = —Tß :TJa = Tß ,X!a. 

Es ist aber Tß .XJa ein Vector , der mit U a zusammenfallt , aber 

die Länge von ß hat, daher 

Tß .TJa = ha.ß; 

also ist j9 . ab = ba . jS = ab-^ . ß. 

Will man also die Factoren eines Productes aus einem Quotient- 

und einem Differenzvector vertauschen, so muss man zugleich die Richtung 

des Quotientvectors umdrehen. 

Mit Festhaltung dieser Regel ist 

ß.a = ß.ha.l!ß.Ta = Tß.Ta.T]ß.ba.JJß 

= Tß.Ta.ab.JJß.\Jß = —TßTa.ab\ 

diess ist aber dasselbe Resultat wie oben. 

2. — Aus der Formel 

ß .a = —Tß .Ta .ab = — TjS . Ta . (Cosab + jSinab) 

ergiebt sich sofort 

a.ß= -Tß .Ta .ba = — Tj?.Ta.(Cosba + j-i . Sinba), 

d. h. das Product paralleler Vectoren ist ebenfalls nicht commutativ. 

Dagegen sieht man leicht aus Vorstehendem, dass 

Saß=-Sßa = —Tß.Ta.Cosab, 

TYaß = TVjS« = — Tj5. T« .Sinab. 
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Hieraus folgt ferner, dass Saß == 0, wenn ab = j, d. h. gleich der 
Liängeneinheit ist. 

Da ab = K ba, so ist auch 

a.ß = K{ß.a); 

[lud da K« = — «, Kß = — ß, so haben wir auch 

K{a.ß) = ß.a=^ (-ß) (-«) = Kß . Kf/, 
sin früher für Dififerenzvectoren allgemein bewiesener Satz. 
Fällt a auf j9, so bekommen wir 

ßa = — Tß.Ta, 
ia der Quotientvector von der Länge Null als Factor eins auftritt. Wird 
auch der Länge nach a gleich ß, so erhalten wir den bekannten Ausdruck 

«2 = _ (Ta)2. 

Leicht ergeben sich auch folgende Resultate: 

aß + ßit = — T a . T ß {ba -i- ab) = — 2Ta.Tj?; 
ßa — aß== — T«.T(3(ab — ba) = — Ta Ti9(ab2- l)ba 
= - Ta.T|3(2ab — 2)ba = — 2T«T/J(1 — ba). 

Das rechts stehende letzte Ergebniss gehört aber zu den Werthen 
(Vergl. §. 65, 3), deren Quadrat Null ist, wie wir auch daraus schliessen 
konnten, dass links die Differenz ßa — K ^ a steht. 

Schliesslich ist 

ßa. ßa = Ta^.Tß^.ab% 

während aß.ßa^ Ta« . Tß^. 

3. — Bei einem Producte dreier Factoren yßa wird bei verschiedener 

Aufeinanderfolge der Factoren ein verschiedenes Ergebniss zu Tage treten. 

Es fragt sich, ob dagegen die Association der Factoren zulässig ist, ob also 

y{ßa) = {yß)a. 
Nun ist 

y(/9a) = — y.ab.TjJ.T« = — ba.y.TjJ.T« 
= — Ty.TjJ.Ta^UjS', 
wo jS' ein Vector in dem Punkte b' ist, der im Endpunkte der von b aus- 
gehenden doppelten Mittellinie liegt. Auf der anderen Seite finden wir 

.(yjj) a = — Ty . Tj9 . bc . a == — Ty . T/9 . T« . üjS'. 

Es ist also y(ßu) = {yß)ay das assosiative Princip ist mithin an- 
wendbar auf die Producte paralleler Differenzvectoren. 

Das vorstehende Resultat für yßa hätten wir auch folgendermassen 
erreichen können. Es. ist, wenn wir ab und ac als Quotientvectoren mit 
3i und jj bezeichnen, 

7ja=:T7.J2Ua.T/9j, üa.Ta.ü« 
= Ty .TjS.Ta.jj.üa .j, (Ua)2 
= — Ty . T/J . Ta . j^ . j,-i . üa = - Ty . TjJ . Ta . ab' . U«, 

was mit dem obigen Resultate übereinstimmt. 
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Von den sechs Permutationen des Productes yßa ergeben je zwei 
dasselbe Resultat, welche denselben Yector in der Mitte haben. Sp ist 

yßa = aßr = ~ TP. U/S', 
raß = /Jay = — TP.Ua', 
aßy = ßya= - TP . U/, ' 

wobei wir mit T P den Tensor des Productes bezeichnet haben , während 
a* und y' analoge Bedeutung haben wie ß\ 

Das Product von vier Vectoren fahrt zu einem Quotientvector, indem 

8yßa = Td .Ty .cb.Tß .Ta. ab 

= TP.cb.ab = TP.ae, 
wo ae die dritte Seite in einem Dreiecke ist, dessen zwei erste Seiten ab 
und cb sind. 

Je nachdem also die Zahl der Factoren eine gerade oder ungerade 
ist, erhalten wir als Product paralleler DifFerenzvectoren einen Quotient- 
vector oder einen DifFerenzvector, multiplicirt mit dem Producte der Ten- 
soren der Factoren. 

4. — Das distributive Princip ist für parallele DifFerenzvectoren 
giltig in der Form 

(c^ + ß) (r + ^) = ^7 + ^^ + ß7 + ß^' 
Lassen wir nämlich die Anfönge der vier Einheitsvectoren a, /?, 7, d in 
a, b, c, b sein, so ist 

(a + ß) (y + d)-=2fi.2v = 4fi.v= -- 4nm, 

wenn nt und n die Halbirungspunkte der Strecken ab und cb sind. Es 
ist aber auch 

ay + ßy -]- ad -}- ßd = — ca '- ch — ba — bb 

= — 2cm — 2bm = — 4nm, 

wobei die rechts stehenden Vectoren als Quotientvectoren aufgefasst und 
addirt wurden. Es ist mithin in der That das distributive Princip giltig 
bei der Multiplication von Aggregaten aus parallelen Einheitsvectoren. 
Für Vectoren von verschiedener Länge lässt sich der Satz leicht auch als 
richtig zeigen unter Zerlegung der Vectoren in Tensor und Versor. Mit 
Benutzung des distributiven Principes finden wir z. B. 

(« 4- ß)2 = a'i^aß -\- ßa + j^^ 

= _ (T«)2 — [TßY - 2Ta . T|S, 
wovon man sich auch leicht direct überzeugen kann. 

5. — Ein Ausdruck für das Product beliebiger paralleler Vectoren lässt 
sich auch dadurch finden, dass man die Vectoren erst nach zwei, drei 
oder vier Grundpunkten zerlegt. So ist z. B., wenn 
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Q2 Qi = X2X1 «2 + y^y^ ß2 _^ x^J^aß + y^Xj ßa 

= — X2X1 — yayj — x^Jxha — ji^^ab 

= — xj X2 — yi 72 — feyi 6<^^ + 72X1) . ab 
. = -XiX2 — y,y2 - [X2yi(2ba — l) + y2Xi]ab 

= — xj X2 — yi y2 — 2x2y, + (X2yi - ygx,) ab. 
Scheidet man dagegen ha statt ah aus, so erhält man 

Q2Qi= — xj X2 — y, y2 - 2y^xj + (ygX, - ^2h)^^' 
Dass beide TVerthe einander gleich sind, folgt daraus, dass sich 
2x2yi -h (72^1 — X2yi)ab = 2y2Xi + (xgyj — y2x,)ba 
durch Reduction auf die bekannte Gleichung 

2 = ab + ba 
zurückfahren lässt. 

Für Q^ Q2 erhält man dagegen 

_ X1X2 - yiya — 2Xiy2 + (x,'y2 - X2y,)ab 
oder — xj X2 - y^ j2 — ^^2Ji + (x2yi — Xi y2) . ba. 

Wird ()^ identisch mit ^2 7 so bekommen wir 

^^2 == _ Xi2 _ 2x, y^ - y,2 == - (x, + y,)^. 
Stellt man Qi und Q2 dar durch 
Q^ = Tq^ .(aCosvXi + i^Sinnii), . Q2 = T (>2 . (« Cos nig + i^Sinrnj), 
so findet man 

' ^2^1 == — T^2 • T^i . [Cos (rtii — ttt2) + ab Sin (nti ~ %)], 
während q^ q^ zu 

— Tg^ . T (£2 . [Cos (m2 — rrii) + b a Sin (m2 — Wj)] 
führt. 

6. — Einige einfachen Beispiele aus der analytischen Geometrie 
mögen die Verwendbarkeit der Rechnung mit parallelen Differenzvectoren 
und ihren Quaternionen noch zeigen. 

(I.) Wir setzen im Folgenden ein parallelaxiges Coordinatensystem der 
Geraden voraus, dessen Axen den Abstand eins haben, während die Einheits- 
vectoren « und ß nach Anfang und Richtung mit der x und mit der y Axe 
zusammenfallen. Dann ist ein beliebiger Vector q, der seinen Anfang im 
Punkte r der Mittellinie hat, der Repräsentant einer Geraden, welche 
die Coordinaten x ^ T ^ . Cos r , j = Tq .Sinx hat. Ist ferner ö ein 
beliebiger Vector, so stellt t8 einen Vector mit demselben Anfange b auf 
der Mittellinie dar, aber von tfacher Länge wie 8. Lassen wir dann 8 
und t5 die Vertreter oder Vectoren von Geraden sein, so schneiden diese 
beiden Geraden einander in demselben Punkte bj der Mittellinie, wie sich , 
leicht daraus ergiebt, dass Tgb^ = — Cosb : Sinb. Setzen wir daher 
Q = t8 und nehmen t variabel an, so gilt diese Gleichung für alle durch 
den Punkt bj gehenden Geraden; sie kann also als die Gleichung dieses 
Punktes selbst betrachtet werden. 

Unverzagt, Quaternionen. 19 
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Statt Q = td kann auch Vjo d = als Gleichung des Punktes b, 
gelten, und ebenso Uo = Ud, wie man leicht findet. 

Im Folgenden bezeichnen wir oft eine Gerade, deren Vector q ist, als 
die Gerade q. • 

(II.) Die Gleichung q = y -^td, 
worin t eine Variable bezeichnet, stellt denjenigen Punkt der Geraden 7 
dar, welcher den Punkt ^ = td zur Projection auf der Mittellinie hat 
Es ist nämlich q z=y -\- d 

eine Gerade , welche 7 in einem Punkte schneidet , dessen Abstände von 
der X- und von der yAxe sich verhalten wie — Cos b: Sin b. Dasselbe 
gilt aber auch von 

Ueberdiess trifft 8 selbst die Mittellinie in einem Punkte , dessen 

longimetrische Tangente gleich — Cot b , wodurch^ die obige Behauptung 
erwiesen ist. 

(III.) Die Gleichung des Punktes q z=y -{- 18 lässt sich auch auf 

die Form bringen 

V(^-7).d = 0, 
weil (Q — y)d = td2 :== _ t(Ta)2 ist. 
Je nachdem 

V(^_7)a = 0, oder y(Q — y)ß=0, 
liegt daher der Punkt auf der x- oder auf der y-Axe. Die Gleichungen 

V(o — 7i)d=0 und Y{Q^y^)d = 
stehen Punkte auf den Geraden y^ und 72 dar, welche so liegen, dass ihre 
Verbindungslinie parallel den Axen geht, während 

V (^ - 7) ^1 = und V(^ — 7) dj == 
verschiedene Punkte derselben Geraden 7 bezeichnen. 

(IV.) Um die Coordinaten der Geraden zu finden, welche durch die 
Punkte 

Qi=h+ ti ^1 und (>2 = 72 + tj 02 
geht, müssen t^ und t^ so bestimmt werden, dass g^ und Q2 die Vectoren 
derselben Geraden sind. Es muss daher Sg^a — 8(^2« ^^d S^^jJ = S^ijS 
gesetzt und aus diesen Gleichungen t, und t2 ermittelt werden. 

(V.) Die Gleichung des Schnittpunktes von 7 und 8 (d. h. der Ge- 
raden mit den Vectoren 7 und 8) ist 

Q = {l.-t) y + t8. 
Die drei Vectoren 7, ö, « liefern daher Geraden, die durch einen Punkt 
gehen, wenn e = (1 — i)y -\- t8, 

oder wenn M7 + Nö -f P« =--- 0, 

und wenn zugleich M -f- N + P = 0. 

(VI.) Um den Abstand p des Punktes ^ = 7 + td von der Mittel- 
linie zu finden, suchen wir das q derjenigen durch unseren Punkt gehenden 
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Geraden, welche der Mittellinie parallel läuft, für welche daher S()a==S(tß 

oder Sy« + tSaa = SyiS-f tS5j5. 

Aus der letzten Gleichung ergiebt sich 

^ t = (Sya - Syß) : {Sdß — Sda); 
daher ist 

^ = r+ 8öß^Söa '^ 
das Q der gesuchten Geraden; und es ist 

Da man (vergl. unten VIII) 

— T!y = Sra + Srß, —T8^Sda + S8ß 

setzen kann, so findet man 

— iß = (ßraS8ß ^SrßSda):(8dß-' Sda). 

Wollen wir den axenparallelen Abstand des Punktes ^ = y -|- td von 
der Geraden « haben , so bestimmen wir den Punkt (j = e + 1 5 und 
suchen für beide Punkte die Abstände p^ und pg von der Mittellinie ; dann 
ist die Differenz pj — Pi der gesuchte Abstand. 

(VII.) Um einzelne durch den Punkt q = y -{- t8 gehende Geraden 
zu erhalten, braucht man nur t richtig anzunehmen. So ist die durch 
diesen Punkt und den Anfang' von « gehende Gerade . (welche den Axen- 
abschnitk des Punktes auf der y Axe erzeugt) bestimmt durch 

Se« = Sya + tSda = 0, 
weil Q jetzt auf ß liegt. Daher ist 

t = — SyarS^a, 
mithin ^ = y — (S/a : Sda) . Ö 

der Vector auf ß. 

Um dagegen den Axenabschnitt auf « zu bekommen, d. h. den Vector 
der (Jeraden, die durch den Anfang von ß und unseren Punkt geht, 
haben wir Sgß = Syß + tSd/9 =■ 0, 

also t = —SyßiSöß, 

mithin Q = 7 - (ßrß ' S^ß) • ^ 

als Axenabschnitt auf der x Axe. 

(VIII.) Aus der Gleichung des Punktes m 

(^ = r + t ^ 
lassen sich auch noch andre Formen der Gleichung dieses Punktes her- 
leiten. Es ist, wenn r der Fusspunkt von o ist, 

Squ =^ — Tq .Ta. Cosar, 

S(>jS = — T(>.Ti?.Cosbr, 

folglich Sga Sgß _ 

— Tq.Tu + — T^.T^ ~ ' 

19* 
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• 

oder —TQ^SQa-\'SQß, 

da Ta und Tß nach der Voraussetzung gleich eins sind. Es ist aber auch 

S^a = Sya + tS5a, 

SQß=^8rß + tSdß, 

woraus durch Elimination von t sich ergiebt 

Sga Spß _ Sya _ Syß 

Sda Sdß ~ 88a "" SYß ' 

Diese Gleichung kann dazu dienen die Axenabschnitte und p zu finden. 

So ist, z. B. wenn T ^ = 2 p sein soll, 

Sga = S^ft 
und wir finden 

Q SyaSdß — SyßSda 

^^'' = —S8ß-^SJa • 

Nun ist aber 

SQa = — TQ.Ta.Cosax= —VaT^.Ta, 

und da To = 2p, T« = 1, so finden wir in der That für p den schon 

oben angegebenen Werth. 

(IX.) Gehen wir aus der Ebene zum Kaume über und beziehen die 

Vectoren auf ein System dreier parallelen Axen der x, y und z, die mit 

den Einheitsvectoren a, ß und y gleiche Anfönge und Eichtung haben-, so 

ist jetzt Q der Vertreter oder Vector einer Ebene, welche x = T^ .Cos, t, 

j = Tq . Cosj r, z = T ^ . C0S3 r zu Coordinaten hat, wenn r der Anfeng 

von Q in dem Dreiecke a b c ist. 

Gegenwärtig stellt 

^ = tfi 

die Gleichung derjenigen Geraden dar, in welcher die Fundamentalebene 

abc geschnitten wird von der Ebene a. Dagegen ist 

Q = d -]- ta 

die Gerade in der Ebene 5, welche die. Gerade Q = te zur Projeetion hat. 

Endlich ist 

^ = 5-[- t, «1 + t3«2 / 

die Gleichung des Punktes , worin die Gerade ^ = d + t, «j geschnitten 
wird von der Geraden ^ = d + t2 ej. 

Die Gleichung des Schnittpunktes der drei Ebenen ö, e und <y ist 

^ = (1 -. t) d -|- (t — u) 8 -[- uy» 
während Md + N« + Py + Q^ = 0, 

wenn M + N + P -f Q = 0, die Bedingungsgleichung dafür ist, dass die 

Ebenen d, «, q) und q durch einen Punkt gehen. 

(X) Als Gleichung des Kreises lässt sich die Formel geben 

Sga .Sqß = r», 

wenn der Abstand ab gleich 2r ist, und a und ß selbst Einheitsvectoren 
sind, die senkrecht auf der Mittellinie stehen. 



I 
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Allgemein ist 

die Gleichung der Ellipse und der Hyperbel, während 
auf Flächen zweiter Classe führt. 



§. 68. Gleichungen und Differentiale der Longiquaternionen. 

1. — Die Lösung von Gleichungen, worin Longiquaternionen die 
Unbekannten sind, bietet nicht so grosse Schwierigkeiten wie die Lösung 
der Gleichungen mit goniometrischen Quaternionen, weil für die ersteren 
das commutative Princip gilt. So findet man z. B. hier leicht aus 

aq + qb = c 
für q den Werth c : (a+l>)- 

Doch werden auch für die neuen Quaternionen eigenthümliche und 
bei den gewöhnlichen Gleichungen nicht vorkommende Lösungen herbei- 
geführt durch die mehrfach erwähnte Eigenschaft, dass ein Product zu 
Null werden kann, ohne dass ein Factor desselben gleich Null ist. Letz- 
genannte Eigenthümlichkeit ist freilich nicht auf unsre Quaternionen be- 
schränkt, sondern gilt, wie Hankel gezeigt hat, von allen denjenigen 
höheren complexen Zahlen, für welche die Potenzen der Einheiten sich 
durch diese Einheiten selbst ausdrücken lassen, wie hier z. B. j^ durch 
nj — n + 1. 

Für die Lösung der Gleichungen mit Longiquaternionen gelten im 
Wesentlichen die §. 52, 2 und 3 gemachten Bemerkungen. 

Je nachdem die in einer solchen Gleichung vom nten Grade mit 
einander verbundenen Quaternionen als derselben Geraden, derselben Ebene 
oder dem Baume angehörig betrachtet werden, je nachdem führt die 
Losung dieser Gleichung auf n^, n^, n* Wurzeln. So ergiebt z. B. q2 = 1, 
wenn wir annehmen, dass q von der Form x + jy ist, d. h., dass der 
Versor von q in die bekannte Richtung von j fällt, 

q2 = (x + jy)2 = x2_y2 + 2(x + y)y.j = l. 

Hieraus folgern wir 

x2-y2=l, (x + y).y = 0. 

Die letzte Gleichung ergiebt y = 0, daher x = ± 1 ; ausserdem aber 

X -j- y = oder x = — y, welche Beziehung in x^ — y^ = 1 eingeführt 

zu X = ± oc gelangen lässt. Wir erhalten daher als Lösungen unsrer 

Gleichung 

q == + 1 und q = + (1 — j) X, 

wenn in dem letzteren Falle x unendlich gross angenommen wird. Die 

Richtigkeit der zwei ersten Wurzeln sieht man leicht ein; dass aber auch 
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± (1 — j) X für den genannten Werth von x eine richtige Lösung ist, 
findet man durch Einsetzen, indem in der That 

oder 

für x = csD zu dem uns bekannten richtigen Resultate (1 - j)2 =0 fahrt 

Die Aufstellung eigenthümlicher Methoden für diese Gleichungen 
muss weiteren Arbeiten auf diesem Gebiete überlassen bleiben; dabei 
werden die ausführlichen Vorarbeiten Hamilton's wol vielfach Aa- 
knüpfungspunkte bieten, namentlich auch für die Lösung von GleichuBge& 
mit Parallelvectoren. 

2. — Zur Ableitung der Differentiale von Functionen der Longi- 
quaternionen legen wir die Newton' sehe Definition zu Gruflde, wcmach, 
wenn p = f (q), 

jP = lim^<q + °"'y-^<q) =f(q). 
dq n-^dq ^^^ 

Dabei ist dq eine beliebige Quaternion. Da für Longiquatemionen bei 
der Multiplication das commutative Princip gilt, so sind hier in der Tfaat 
Differentialquotienten zulässig, und es haben dieselben die nämliche Form 
wie bei Functionen, mit Scalarvariabeln. So ist z, B. für 

p = qw» , dp =mq"^-i . dq. ' 

Leicht herleitbar sind auch die Differentiale von Ausdrücken, die Bur 

der Rechnung mit Quaternionen eigenthümlich sind. 

So ergiebt sich aus 

q = Sq + Vq, 



dass 




dq — dSq + dVq. 






Andrerseits ist aber auch 












dq = Sdq + Vdq, 






mithin 




dSq--Sdq, 






und 




dVq — Vdq. 






Aus 












dTq — 


,i,T(q + n-dq) 
n-i d q 


Tq 


dq 

• 


folgt leicht 




dTq — Tdq. 






Da ferner 




q + Kq — 2Tq, 







so ist 

dKq = 2Tdq — dq = (dq + Kdq) — dq = Kdq. 

Aus q ^ T q . U q folgern wir 

dq = Tdq.üq + Tq.dUq, 
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also dUq = (dq - Uq . Tdq) :Tq; 

und da dq = Tdq.üdq, 

so ist düq = (Tdq:Tq).(Udq — üq). 

Da die Quotiale (§. 58, 12) der Functionen sich aus ihren Diflferentialen 
herleiten lassen, so bietet ihre Bildung nun auch keine Schwierigkeit. 

3. — Um auch eine Anwendung der Differentialrechnung zu zeigen, 
benützen wir die Gleichung 

^ = xa + — j9, 

welche die Ellipse oder Hyperbel darstellt, je nachdem k positiv oder 
negativ ist. Dann haben wir 

Sga = — X, Sgß = — (k : x), 

vorausgesetzt, dass a und ß parallele Einheitsvectoren sind, deren Abstand 
gleich der Längeneinheit ist. 

Hieraus ergiebt sich durch Multiplication 

Sga . SQß = k, 
eine Quaternionengleichung für Ellipse und Hyperbel. Durch Differentiation 
erhalten wir aus derselben 

S(iQ .a).SQß -\- Squ. S(dQ.ß) = 0, 
oder 

Sg« , S(d g . a ) _ 

Sgß-^Siig.ß)-''^ 

eine Gleichung, die sich auch schreiben lässt 



Ihre Bedeutung ergiebt sich folgendermassen. Wir haben früher als 
Gleichung eines Berührungspunktes an der Curve q = f (t) gefunden 

In dieser Gleichung ist q^ der Vector der zu dem Berührungspunkte 
gehörigen Tangente unserer Curve; es ist dagegen g/ der Vector einer 
zweiten Geraden, welche die Mittellinie in einem Punkte schneidet, der 
die Projection des Berührungspunktes auf der Mittellinie ist. (Vergl. 
hierüber §. 67, 7, II). 

Es sind aber Sga und Sgß den Abschnitten der Geraden q auf der 
X resp. der yAxe proportional; ebenso sind Sg'a und S(>'j? den Coordi- 
naten der Geraden q' verhältnissgleich. Die Werthe von S//a und S(/jS 
sind aber auch, wie man sich leicht an einer Eigur klar machen kann, 
den Stücken proportional, in welche die Gerade q^ die Mittellinie theilt, 
wobei das Vorzeichen dieser Stücke aber nicht zu berücksichtigen ist. 

Es folgt daher aus 
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dass der Berührungspunkt das Stück der Tangente, welches zwischen den 
Axen liegt, im Yerhältniss der anliegenden Coordinaten der Tangente theilt. 
Dieselbe Gleichung 

Q = Qi+ ^.Qi* 
stellt die Tangente im Endpunkte von g^, oder den Berührungspunkt 
auf der Tangente (des Vectors) g^ dar, je nachdem ^ = f (t) die Gleichung 
der Curve in Punkt- oder in Tangenten vectoren ist. Während aber (>,'. 
im ersten Fall zur Angabe der Bichtung der Tangente dient, bestinmit 
dieser Werth im zweiten Falle die Stelle des Berührungspunktes auf der 
Tangente. Bei der Beschreibung der Curve durch einen Punkt hat daher 
g^* die Richtung des Punktes in jedem Momente festzulegen, bei der Er- 
zeugung der Curve durch eine sie berührende Gerade bestimmt dagegen 
g^* den Punkt, um welchen die Gerade in jedem Augenblicke rotirt. 



§. 69. Rechnung mit parallelen Quotientvectoren. 

1. — Mit Benutzung der in §. 57, 2 entwickelten Gesetze über die 
Rechnung mit. Punkten erhalten wir für die Summe der parallelen 
Quotientvectoren a und b 

' . a ' b a.b 

Nun ist a . b = c2, a\ b = b^, b\ a = c^, wenn c, b und c bezüglich 
die Halbirungspunkte der Strecken ab, a'b und ab' sind. Wir haben 
daher 

a + b = (b2 -f e«) : c« = (cb)« + (cc)2. 

Nun ist cb2 ein Quotientvector von der doppelten Länge des cb, daher 
gleichlang mit a; ebenso ist (ce)^ von der Länge des b. Da aber die 
Sunmie zweier von demselben Punkte ausgehenden Quotientvectoren gleich 
dem mit zwei multiplicirten Quotientvector ist, welcher den Anfang der 
Summanden mit dem Halbirungspunkte des Abstandes ihrer Endpunkte 
verbindet, so erhalten wir 

a + b = 2cc' = 2c, 

d. h, den mit zwei multiplicirten Quotientvector , welcher nach Grösse 
und Stellung mit der Mittellinie eines Trapezes, zusammenfallt, dessen 
parallele Seiten a und b sind. 

2. — Sind m . a und n . b zu addiren, so haben wir 



Die longimetrischen Quaternionen. — §. 69. 297 

* 

m.a4-n.b = m.aa' + n.bb* = m. \-n.-r- 

' ' a ' b 

m.a\b + n.b'.a b« , e^ 

=^ -oTb =«^-^+^-^ 

= m.(cb)2 + n.(ce)2. 

Nim sind (cb)2 und (cc)^ in c anfangende und mit a und b parallele 
und bezüglich gleichlange Quotientvectoren. Die Summe dieser mit 
Pactoren behafteten Vectoren ist nach §. 58, 6 gleich (m+n).cc\ wenn 
c' den Abstand b e im Verhältniss von n : m theilt. 

Vorstehende Betrachtungen gelten auch für m . a — n . b ; nur theilt 
jetzt c' den Abstand bc äusserlich in d^m angegebenen Verhältnisse. Als 
^Werth für a — b ergiebt sich daraus ein Vector von unendlicher Länge, 
aber mit dem Coefffcienten Null. 

Durch richtige Wahl der Zahlen m und n kann daher r = ma + nb 
zum Vector eines jeden Punktes der Mittellinie des Trapezes gemacht 
werden, welches a und b zu parallelen Seiten hat. 

Dass die Addition paralleler Quotientvectoren eine commutative 
Operation ist, ergiebt sich aus dem Besultat dieser Bechnung. 

3. — Als das Product zweier parallelen Quotientvectoren setzen wir 
r = a . b = aa'. bb' = aa' . ac . bc . hi\ 
wo c in der Mitte von a b angenommen ist. Es sei nun 

aa'.ac=aa", und bc.bb' = bb". 

Verlegt man dann aa" und bb" in den Schnittpunkt ihrer Richtungen, 
so lässt sich durch Betrachtungen, die ganz denen analog sind, wonach 
man in der Mechanik zwei parallele Kräfte zusammensetzt, zeigen, dass 
dieses Product einen Quotientvector ergiebt, dessen Länge gleich der 
Summe der absoluten Längen von a und b ist, und dessen Anfang den 
Abstand ab im umgekehrten Verhältniss dieser Längen theilt. Aus diesem 
Ergebniss folgt dann sofort, dass 

r == a . b = b . a, 
d. li. dass die Multiplication paralleler Quotientvectoren commutativ ist. 
Aus der Begel über die Multiplication folgt auch leicht diejenige über 
die Division eines Quotientvectors durch einen parallelen. 

Umgekehrt lässt sich jetzt jeder Quotientvector zerlegen in zwei 
Factoren a und b, die so liegen, dass 

T(rCo8r) = Ta, T(r9i'^*) = Tb, 
wenn die Functionen von r auf die Strecke a b bezogen sind. 

Als das Product dreier parallelen Quotientvectoren a, b und c erhalten 
wir einen Vector r, der so liegt, dass 

T(r^«i'^) = Ta, T(r^^'^) = Tb, T(r^^^) = Tc, 
wenn r der Anfang von r in dem Dreiecke abc ist. 
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Endlich ist r = a . b . c . d ein Vector, der in einen. Punkte x 
Tetraeders a b c b seinen Anfang hat, für welchen die Bamncosinusse den 
Längen von a, b, c und d proportional sind, während die absolute länge 
von r gleich der Summe der Längen der Factoren ist. 

umgekehrt lässt sich jeder beliebige Quotientvector in vier Factoren 
zerlegen, deren Anfänge in a, b, c, b sind. 

4. — Wenn a und b Einheitsvectoren sind, so haben ?dr in 

r = a* . by 
einen Vector von der Länge x 4- 7 ^^ einem Punkte , der den Abstand 
ab im umgekehrten Yerhältniss der Exponenten theilt. Ebenso stellen 

r = a* . by . c» und r = a^ . b^ . c» . d'^ 
Quotientvectoren dar, deren Längen und Stellen im Baume durch die 
Exponenten vollständig bestimmt sind. Werden nun die Exponenten zu 
Functionen einer oder zweier Variabein, so folgen die Vectoren r con^i- 
nuirlich aufeinander, und es bilden ihre Endpunkte Curven oder FlächeQ. 

In Bezug auf die Gleichungen dieser Gebilde gilt nun aber dieselbe 
Bemerkung, die wir §. 60, 6 und 7 über die Gleichungen geometrischer 
Gebilde gemacht, wenn parallele Differenzvectoren benutzt wurden. Be- 
trachtet man hier wie dort die Gebilde als Punktgebilde, so werden die 
Gleichungen derselben zu complicirten Ausdrücken. Lässt man aber r 
den Vector der Geraden oder der Ebene sein, deren Coordinaten die lon- 
gimetrischen Projectionen von r auf die Axen sind, welche wir zur Festlegung 
der Geraden und Ebenen benutzen , so gelangen wir zu einfachen und 
bekannten Belationen. So haben wir z. B. in 

r = a*. b^-* 
die Gleichung eines Punktes und in 

r = a* . b- * 
die Gleichungen der Ellipse und der Hyperbel. 

Bei der Untersuchung von Curven mit Hilfe dieser Gleichungen wird 
man mit Vortheil von den Quotialderivirten Gebrauch machen. Ist z. B. 
r = f (t) die Gleichung einer Curve in Quotientvectoren, wobei diese 

Vectoren die Tangenten der Curve bestimmen, und seien r^ und r, . i^r, " 
zwei dieser Vectoren, so haben wir in 

r = r,(i-^) (r, .^r, »)' = r^ (^r^'^y 

die Gleichung des Schnittpunktes der Tangenten, deren Vectoren r, und 
j_ . 

rj . i'>ri ^ sind. Dieser Schnittpunkt wird für n — oo zum Berührungspunkt « 
der Tangente r,. Nun ist aber 

i^r = (i9^t)f>) 
nach §. 58, 13; mithin ist die Gleichung des Berührungspunktes 
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z 

Setzt man hierin {> t| " an der Grenze gleich u, wo u nun eine Variable 
ist, deren einzelne Werthe zu den verschiedenen Geraden führen, die durch 
den Berührungspunkt gehen, so haben wir 

• 

r=f(t,).u^W = r, u^i 

als Gleichung des Berührungspunktes in Quotientvectoren. So finden wir 

z* B. aus der Kegelschnittsgleichung 

JL 
r = a* . b* 

als Gleichung des Berührungspunktes 

Setzt man hierin u = e, so wird r = a^*! ; während für u = 1 : e 

sich r = b *i ergiebt, Kesultate, die leicht eine geometrische Erläuterung 
zulassen. (Vergl. §. 60. 8). 

5. — Der Logarithmus eines Quotientvectors in Bezug auf einen 

coinitialen Quotientvector als Basis ist nach §. 59 eine goniometrische 

Quatemion. Wir wollen noch kurz nachweisen, dass 

*log b, 

wenn a und b parallele Quotientvectoren sind, zu einer longimetrischen 

Quaternion führt. Setzen wir nämlich »logb = q, so folgt hieraus 

a*i = b. Es muss daher q aus einem reellen Factor bestehen, ,der a bis 

zur Länge des b streckt; ausserdem aber aus einem Factor, welcher das 

mit b längengleich gewordene a bis zum Zusammenfallen mit b verschiebt. 

Es muss mit anderen Worten der Exponent q von der Form 

q = Tq.Uq 

sein. Lassen wir aber einmal a, b und c drei längengleiche parallele 

Quotientvectoren darstellen, die so liegen, dass ihre Abstände ab und bc 

einander gleich sind, so ist 

»log b = q und ^log c = q, 
während 

*log c == ^log c . *log b = q2. 

Nun ist aber auch b^ : a = c, also 

»logc= »log(b2) — 1 = 2q — 1, 
mithin q2 = 2 q — 1. 

Da bei der Längengleichheit von a und b q ein Versor ist, so gilt 
also für diese neuen Versoren die Grundgleichung 

(Uq)^ = 2 Uq - 1, 
die wir auch als eine der Grundlagen der Theorie der longimetrischen 
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Quatemionen gefunden haben. Nach Erlangung dieses Resultates ist es 

aber ein Leichtes, für die Logarithmen der parallelen Quotientvectoren 

überhaupt die Giltigkeit aller für die Longiquatemionen bewiesenen Sätze 

nachzuweisen. Namentlich können wir jetzt setzen 

Tb 
Mogb = -^ . ab, 

wo ab ein Quotientvecfcor ist; und wir können allgemein behaupten, dass 
*log b seinem Werthe nach identisch ist mit dem Quotienten der paral- 
lelen Differenzvectoren ß : a^ wenn die letzteren Yectoren nach Grösse, 
Stelle und Sichtung übereinstimmen mit b und a. 



§. 70. Biqnatemionen. 

1. — Haben die Differenzvectoren a und ß ihre Anfänge in a und b, 
ohne dass sie jedoch parallel sind , so lässt sich ihr Quotient ß : a dar- 
stellen als das Product einer longimetrischen und einer goniometrischen 
Quatemion, mögen nun a und ß noch derselben Ebene angehören, oder 
einander kreuzen. Es ist nämlich 

wenn ß* ein mit ß gleichlanger und paralleler Vector ist, der aber seinen 
Anfang in a hat. Dann ist aber Q = ß : ß* eine longimetrische , und 
q = j3' : a eine goniometrische Quatemion, so dass 

j9 : a = Q . q. 
Dass die Factoren Q und q vertauschbar sind, geht scheinbar daraus 
hervor, dass wir auch 

a a a ^ ^ 

setzen können, wenn a' parallel und gleichlang mit a ist, seinen Anfang 
aber in b hat. Doch bedarf dieses Besultat mit Bücksicht auf §. 67, 1 
noch weiterer Untersuchungen. 

Es ist also £i = ß : a in der That gleich dem Producte aus einer 
Longi- und einer Gonioquaternion , wovon die erstere den Abstand der 
Anfänge der Vectoren a und /?, die letztere den Winkel derselben misst. Der 
Name Biquaternion scheint daher nicht ungeeignet für einen solchen 
Quotienten kreuzender Vectoren. 

Eine Biquaternion lässt sich zerlegen in ein Product 

Cl = TCl.UD = TCl.UQ.Uq, 
worin TD nun wieder das Längenverhältniss^-von ß und a angiebt, UD 
aber ein Factor ist, der einen damit multiplicirten Differenz vector um ab 
verschiebt und zugleich um den Winkel {aß) dreht. Lassen wir bei einer 
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solchen Ortsverändening die Versohiri^üng und Drehung des Vectors gleich- 
zeitig und gleichmässig vor sich gehen, so entsteht eine Art Schrauben- 
bewegung. Die Drehung des Vectors erfolgt hierbei aber nur dann um 
die Bichtung der Verschiebung, wenn « und ß auf ab senkrecht stehen. 

Zerlegt man die Factören von D in Binome so erhält man 
£L = {Tß: T«) (Cos ab + jSin gb) [cos (aß) + isin {aß)l 
wobei j die Einheit der Quotientvectoren in der Eichtung von ab ist, 
i aber einen Differenzvector von der Längeneinheit angiebt,- der senkrecht 
auf « und ß steht. Sind a und ß senkrecht zu ab, so fallen die Kich- 
tungen von i und j zusammen. 

Denkt man sich in Cl = Q . q die rechte Seite ausmultiplicirt, so 
erhält man einen Ausdruck von der Form 

£i = A + Bi + Cj + Dji, 
von dem sich leicht die Bedeutung der einzelnen Theile nachweisen lässt. 
Ausführlicheres über diese Form der Biquatemionen findet sich in §.35,6. 

Die allgemeinste Form einer Biquaternion wird erhalten, wenn man 
ihre Factören Q und q in ihrer viergliedrigen Normalfonn darstellt. (Vergl. 
§. 39 und §. 42.) In der kürzesten Gestalt lässt sich dagegen D aus- 
drücken durch 

a = iJ:« = (TiJ:Ta).f^i(«/^) = (Ti9:Ta).j^.i^, . 
wenn wir die Masszahl von ab, letzteres bezogen auf j als Einheit, mit 
V, und das Mass des Winkels (« ß), d. h. 2 y : jt, mit w bezeichnen. 

2. — Aus j3 : a = Qr finden wir 

ß = (Tß: T«) j^^ . iM . «, 
und hieraus 

iJ.a=- Ta.TjJ.f^.iM. 

Dagegen ergiebt sich 

a.ß= -Ta.TiJ.j^«.i(^«), 
also ein von ß.a verschiedener Werth. 

3. — Der Ausdruck 

ß = Tß . j^^ . i(«^) . üa = Tj5 . f . i^ . U«. 
zeigt, dass wir nun im Stande sind, jeden beliebig im Räume gelegenen 
DiflFerenzvector ß auszudrücken mit Hilfe der Länge T^, eines Einheits- 
vectors Ua, der Länge und Eichtung ab und des Winkels aß^ letzteren 
natürlich nach seiner Grösse und der Stellung seiner Ebene betrachtet. 
Die Zahl der hierzu nöthigen Bestimmungsstücke ersieht man leichter, 
wenn man ß darstellt in folgender Form 

ß = Tß. jj . jj? . J3^^ (u + xii + yij + zia) . U«. 
Hierin stellen 5, rj und'^C die Masszahlen der Projectionen von ab 
auf die Eichtungen der Quotientvectoren j^, J2 und J3 dar; u ist der Scalar 
der Gonioquaternion ß : a; x, y und z dagegen sind die Gomponenten 
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des Index vectors dieser Quaternion na^ den Richtungen der zu einand» 

senkrechten Einheitsvectoren i| , ij und 13 , tefeztoce als Differenzrectorea 

aufgefasst. 

Werden in dem Ausdrucke für ß die Werthe T/?, y und w, oder 

Tß, t, ly, C, X, y, z variabel, so bildet die Folge der dadurch dargestellten 

Vectoren im allgemeinen eine Fläche und zwar eine ßegelfläche, oder 

vielmehr, so lange Tß endlich gedacht wird, einen Streifen einer solchen 

Fläche, begrenzt durch die Curven der Endpunkte von ß. Werden die 

variabeln Stücke zu Functionen zweier unabhängig Yariabeln, so treten 

die Begelflächen als einhüllende Gebilde auf und führen zu umhüllten 

Flächen. 

Sind i und j von gleicher Richtung, so stellt z. B. 

^ = jt . it . a 

eine gerade Schraubenfläche oder yielmehr das Stück einer solchen Schrauben- 
fläche dar, das von der Strecke a durchstrichen wird, wenn deren einer 
Endpunkt längs der Schraubenaxe gleichmässig fortschreitet. Doch kann 
allgemein eine solche Gleichung 

auch als die Gleichung der Curve aufgefasst werden, die der ein» der 
böiden Endpunkte von q beschreibt^ während g den genannten Streifen der 
Regelfläche erzeugt. 

4. — Während wir jetzt das Product und den Quotienten kreuzender 
Vectoren bilden können, fehlt uns noch die Summe dieser Gebilde. Hier 
tritt nun die Eigenthümlichkeit auf, dass die Summe zweier Grössen 
nicht mehr zu einer Grösse derselben Art führt. Wir bekommen nämlich 

ein Ausdruck, der sich nicht wieder auf einen der bisherigen Vectoren 
zurückführen lässt. (Vergl. §. 42.) 

Zu einem ähnlichen Resultate kommen wir auf folgendem Wege. 
Es ist 

a-^ß^a + ß^ + ß-ß^ = y + ß-ß\ 

Hierin ist ß^ ein dem ß gleicher und paralleler Vector mit dem 
Anfange in a ; 7 dagegen ist die Suname a -f ß\ Wir erhalten also 
einen Differenzvector y und die Differenz der gleichen und parallelen 
Vectoren ß und ß\ welche letztere wir früher als eine Art Verschiebe! 
kennen gelernt haben. (Vergl. §. 60, 2 und §. 65, 3.) 

Betrachten wir a und ß als Vertreter von Rotationsgeschwindigkeiten, 
so lässt sich ihre Summe als ^ eine Schrattbengeschwindigkeit auffassen 
um eine Axe von bestimmter Lage. Denken wir ims diese Axe, auf der 
eine gewisse Länge die Grösse der Rotationsgeschwindigkeit angiebt, eme 
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andre Länge dagegen der Translationsgeschwindigkeit entspricht, so könnte 
ein solches Axenstück, das nun eine Art Doppellinie wäre, als Summe der 
kreuzenden Vectoren « und ß dienen. 

5. — Auch durch Verbindung von einander kreuzenden Quotient- 
vectoren können wir zu Biquaternionen gelangen. Sind nämlich a und b 
zwei solche nicht parallele, also im Allgemeinen einander kreuzende 
Vectoren mit den Anföngen in a und b, so ist 

Mog b = ^'log b . *log b' = Q . q, 
wenn- b' ein zu b paralleler und gleichlanger Quotientvector ist, dessen 
Anfang in a liegt. Dass dann nämlich Q eine Longiquatemion, q aber 
eine Gonioquaternion ist, folgt aus den Betrachtungen der §§. 59 und 69. 
Es ist mithin 

D = »log b = (Tb : Ta) (Cos a b + j Sin a b) [cos (ab) 4- i sin (ab)]. 
Hieraus ergiebt sich b = a^, und damit hätten wir ein Mittel ge- 
funden, auch jeden beliebigen Quotientvector mit Hilfe von a und einer 
Biquaternion auszudrücken. 

6. — Die Verbindung goniometrischer und longimetrischer Quater- 
Jiionen gestattet schliesslich eine Verwendung zur Messung mnes Winkels 
ß durch einen beliebigen anderen «. 

Während wir bisher alle Betrachtungen anschlössen an die Verbindung 
von Vectoren. mit einander^ d. h. also an Gebilde, die durch zwei Punkte 
bestimmt sind , kann man gerade so gut von .Winkeln oder Keilen aus- 
gehen, d. h. von Gebilden, die durch zwei Geraden, oder allgemein durch 
zwei Ebenen bestimmt werden. 

Haben nämlich zwei Winkel a und ß in einer Ebene denselben 
Scheitel , so ist j3 : « einfach eine Zahl , ein Scalar. In allen anderen 
Fällen wird man zu Quaternionen geführt, wovon man sich leicht für den 
Fall überzeugt, dass « und ß zwar denselben Scheitel und auch einen 
gemeinschaftlichen Anfangsschenkel haben, aber in verschiedenen Ebenen 
liegen. Dann ist 

q = jS : a = Tq . Uq, 
worin Tq nun das absolute Verhältniss von Tj5: T« ist, während üq der 
Drehfactor ist, welcher die Ebene des Winkels « in die Stellung der 
Ebene von ß dreht. Liegt z. B. /9 in der über den gemeinschaftlichen 
Schenkel erweiterten Ebene von «-, so wird die Drehungsrichtung von ß 
zur negativen von «, und es wird dann in der That Uq zu — 1. 

Ueberhaupt kann man sich Winkel (und Keile) dargestellt denken 
durch ihrelndices, d.h. durch im Scheitel errichtete Senkrechten, die man, 
unter Berücksichtigung der^*©rehrichtung, den Grössen der Winkel pro- 
portional macht. Dann giebt es für die Winkel a und ß so viel Lagen 
zu einander, als ihre Indices Lagen haben können. Die allgemeinste 
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Lage dieser Indexvectoren ist aber die, dass sie bei verschiedenen An- 
ftngen einander kreuzen. Der Quotient zweier Winkel kann daher auf 
den Quotienten ihrer Indices zurückgeführt werden, vorausgesetzt, dass 
man vorher nachgewiesen, wie jede Verbindung zweier solcher Indices 
durch Becfanung schliesslich zu dem Index des durch directe Bechnong 
mit den Winkeln gefundenen Besultates führt. Da nun der Quotient 
kreuzender Differenzvectoren eine Biquaternion ist, so können wir auch 
das Besultat der Division eines Winkels durch einep beliebigen anderen 
als eine Biquaternion bezeichnen. 

Der Ausdruck 

ß = Tß.'f^ Ai^^fi) .JJa. 
drückt jetzt allgemein den Winkel ß aus mit Hilfe des Winkels IIa, des 
Tensors von ß, des Abstandes der Scheitel und des Keiles {aß) zwischen 
den Ebenen der beiden Winkel. 

Werden die .Jllemente des rechts stehenden Productes variabel, so 
erhalten wir bei continuirlicher Aenderung der unabhängig Variabein in 

^ = f(t).j^(t) .i^(t).Ua 

die Gleichung des von jenen Winkelebenen umhüllten Gebildes, im All- 
gemeinen einer abwickelbaren Fläche. Ob aber die vorstehenden Sitze 
für beliebig grosse Winkel, oder nur für unendlich kleine (und damit für 
Winkelgeschwindigkeiten) gelten, bedarf noch weiterer Untersuchungen. 



§.71. Kückblick. 

1. — Eine Uebersicht über die Untersuchungen und Ergebnisse der 
zweiten Abtheilung wird uns zeigen, dass wir das elementare Gebiet der 
Eechnung mit Punkten und Vectoren mit einer gewissen Vollständigkeit 
so weit durchmessen haben, dass wir nun die Verbindung zweier Vectoren 
durch die Grundrechnungsarten in Form eines Vectors, einer Quatemion 
oder einer Biquaternion darstellen können, während die Bechnung mit 
Punkten wieder zu Punkten, oder zu Vectoren führt. 

Von der Addition zweier Punkte ausgehend, haben wir allgemein 
m.a±n.b =(m±n)c gesetzt , wo c den Abstand a b innerlich oder 
äusserlich im Verhältniss von n : m theilt. Es ist diess die Grundlage 
des barycentrischen Calculs von Möbius, 

Wenn für die Subtraction m gleich n wird, so führt vorstehende 
Begel auf einen unendlich fernen Punkt mit dem Coefficienten Null. • Eine 
solche Differenz b— a hat aber die Eigenschaft, durch Addition zu einem 
Punkte b eine Verschiebung desselben um die Länge imd Bichtung ab zu 
bewirken. Anstatt daher b — a als einen unendlich fernen Punkt auf- 
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zufassen, kann man diese Differenz als einen Ausdruck für den Vector ah 
selbst ansehen, indem man diese Strecke nun nach Grösse und Richtung 
zugleich einen Additionsoperator für Punkte' sein lässt. So gelangt mau 
von der Eechnung mit Punkten zu der mit Differenzvectoren , von denen 
sich leicht zeigen lässt, dass a -^ ß = y^ d. h. dass die Summe zweier 
^ectoren gleich einem dritten ist, der mit den beiden ersten ein Dreieck 
bildet. Dieser Satz ist die Grundlage für die Addition und Subtraction 
der Differenzvectoren, wie diese Eechnung von A-rgand (1806), und 
unabhängig von ihm durch Bellavitis (1835), Mob ins (1843) und 
H. Grassmann (1844) in die Wissenschaft eingeführt wurde. 

Die Addition und Subtraction paralleler Differenzvectoren ist wol 
früher noch nicht als Mittel zu geometrischen Untersuctungen benutzt 
worden. Sie erfolgt hier nach dem Gesetze 

ma' ±n/?' = (m ± n)^', 

wobei a\ ß* und y' parallele Einheitsvectoren vorstellen und y* den Ab- 
stand ab im umgiekehrten Verhältniss der Coefficienten m und n theilt. 

Die Verbindung zweier Differenzvectoren durch Multiplication oder 
Division führt, nur wenn die Vectoren senkrecht zu einander sind, wieder 
zu einem Differenzvector , der senkrecht zu der Ebene der Factoren ist, 
während für das Product und den Quotienten der Vectorschenkel eines 
schiefen Winkels sich eine Summe aus einer Zahl und einem Vector, d.h. 
eine Hamilton 'sehe Quaternion ergiebt. 

Eine solche Quaternion ß : « lässt sich darstellen als ein zu der Ebene 
a ß senkrechter Vector y mit dem Exponenten 2 g) : tt, wenn y der Winkel 
a ß ist. Diesen Vector y kann man sich im Scheitel des Winkels . « ß 
angebracht denken. .Werden daher « und ß einander parallel, so fällt y 
ins Unendliche und erhält überdiess den Exponenten Null, der Abstand 
der Vectoren mag sein, welcher er will. 

Als neuer und zur Verwendung mehr geeigneter Ausdruck für den 
Quotienten solcher parallelen und gleichen Vectoren ergiebt sich dann 
aber der Abstand ab der Anfange dieser Vectoren, und allgemein lässt 
sich der Quotient der parallelen Vectoren ß* und a* ausdrücken durch die 
longimetrische Quaternion {Tß* : T«') . ab oder (T^' : Ta*) . (Cos ab + j Sin ab). 

Die bei diesen Divisionen sicji ergebenden Abstände ab sind aber 
nun Vectoren ganz andrer Art als die Differenzvectoren « und ß. Denn 
während für Differenzvectoren der Satz gilt ab + l>c = ac, ist jetzt 
ab.bc = ac; und es sind überhaupt diese Quotientvectoren, wie man 
dieselben nach ihrer Entstehung nennen kann, Operatoren, welche durch 
Multiplication einen Differenzvector verschieben. Auch neue Additions- 
gesetze ergeben sich für die Quotientvectoren, indem ma±nb = (m±n)c. 

Unverzagt, Quaternionen. 20 
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WO c nun ein Quotientvector ist^ der auf der Verbindungslinie der End- 
punkte von a und b endet und den Abstand dieser Punkte im Verhältniss 
von n : m theilt. 

Aus dem Producte a . b == c ergiebt sich leicht die Bedeutung einä: 
Potenz a™ eihes Quotientvectors , und diese führt dann zum Logarithmus 
eines Vectors in Bezug auf einen zweiten als Basis. Ein solcher Loga- 
rithmus ist eine goniometrische Quatemion, indem 

»log b = (T b : T a) [cos (a;b) + i sin (a b)]. 

Lässt man in dem Quotienten der gleichlangen parallelen Differenz 

vectoren ß' und a' die Vectoren sich der Grenze Null nähern, wodurch 

sich dieselben auf ihre Anfangspunkte b und a reduciren, so geht die 

Gleichung 

ß':a* = ah 

über in b : a = ab, 

d. h. wir erhalten einen Werth für den Quotienten zweier Punkte und 
gelangen damit zu den Rechnungen zweiter Stufe mit Punkten. Indem 
wir a™ . b^ = c™ + " setzen, wo c den Abstand ab im VerhältnisiJ von 
n : m theilt, erhalten wir geradezu eine neue Art barycentrischen 
Calculs, worin aber die Punktelemente durch Multiplication und Division 
mit einander verbunden sind, statt durch Addition und Subtraction. 
Zugleich treten jetzt die Quotientvectoren als die Quotienten ihrer End- 
punkte und als Multiplicationsoperatoren zur Verschiebung von Punkten auf. 

Werden die Quotientvectoren parallel, so verlangen sie ebenfalls eine 
besondere Behandlung, um zu brauchbaren Resultaten zu führen. Sie 
ergeben dann in ihren Producten imd Quotienten Werthe, die den Summen 
und Differenzen der parallelen Differenzvectoren analog sind,^>und führen 
beim Logarithmiren zu den longimetrischen Quaternionen zurück, indem 

a'logb' = (Tb':Ta').ab. 

Die Summen und Differenzen 

ma' ± nb' = (m ± n) c' 
sind dagegen Quotientvectoren, welche mit der Mittellinie des über a' und 
b* construirten Trapezes zusammenfallen. 

Die Division eines von zwei einander kreuzenden Differenzvectoren 
durch den anderen führt zu einer Biquaternion , d. h. dem Producte aus 
einer longimetrischen und einer goniometrischen Quaternion. Dasselbe 
Resultat erhalten wir durch Logarithmirung eines Quotientvectors in Bezug 
auf einen kreuzenden Quotientvector als Basis. 

2. — Aus Vorstehendem ersehen wir, dass nur Quotientvectoren 
durch alle Rechnungen der drei ersten Rechnungsötufen mit einander ver- 
bunden zu bestimmten, geometrisch deutbaren Ergebnissen führen, während 
die Logarithmirung der Differenzvectoren bis jetzt eine geometrische Den- 
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tung nicht zulieSs. Ein Grund hierzu liegt vielleicht darin, dass "Jog ß 
nicht identisch ist mit dem Logarithmus von m^ in Bezug auf die Basis 
m a, d. h., dass ähnliche und ähnlich liegende Dreiecke für homologe 
Seitenpaare keine gleichen Logarithmen liefern. Damit ist aber eine 
geometrische Auffassung von "log ß für die Zukunft noch durchaus nicht 
ausgeschlossen; es handelt sich nur darum, die Bedingungen der gegen- 
seitigen Lage und Beschaffenheit von ß und a zu ermitteln, für welche 
der Logarithmus den geeigneten algebraischen Ausdruck abgiebt. 

^ Auch für Punkte haben wir den Fall der Potenzirung und Logarith- 
mirung früher nicht weiter erwähnt, weil diese Verbindung zweier Punkt- 
elemente zu keinen wesentlich neuen Ergebnissen zu führen scheint. Man 
kann nämlich aus *' log b' = a b 

einen Ausdruck für ^ log b dadurch ableiten , dass man die gleichlangen 
und parallelen Quotientvectoren b' und a' sich auf ihre Grenzen, d. h. 
ihre Anfangspunkte b und a reduciren lässt, und erhält damit 

«log 6 = ab. 
Aus dieser Gleichung ergiebt sich dann 

a^^ = b. 
Leicht leitet man liieraus ab 

Qttb.bc = 6^c ___ c --- (jac 

woraus wir die Grundgleichung der Quotientvectoren 

ab . bc = ac 
folgern, wie wir denn auck leicht die übrigen für Quotientvectoren giltigen 
Sätze daraus ableiten könnten. Erwähnt mag noch werden, dass 

^d . ßc _ ßd - c ^ i) c, 

indem a<^ = c , a^ = b , und der Quotient b : c = c b ist. Wir hätten 
dadurch auch für den früher etwas unbestimmt gebliebenen Werth der 
Differenz zweier Quotientvectoren die Deutung gefunden, dass diese Diffe- 
renz gleich dem Quotientvector ihrer Endpunkte ist, diesen Vector nun 
aber als einen Operator betrachtet, der durch Potenzirung einen Punkt 
um seine Länge und in seiner Bichtung verschiebt. 

Da den Punkten keine Grösse zukommt, so sind sie zur Einführung 
in die Rechnung nur dadurch geeignet, dass man sie entweder als Träger 
paralleler Vectoren auffasst und ihnen dann den Längen dieser Vectoren 
entsprechende Gewichte oder Intensitäten beilegt, oder indem man ihre 
relative Lage als quantitativ bestimmbares Element in Rechnung bringt. 
So sind wir denn dreimal auf den Vectorabstand der Punkte gelangt: 
bei der Subtraction, Division und Logarithmirung. Jedesmal erwächst 
aber dann diesem Abstand ein andres Amt: erst bewirkt er durch Ad- 
dition, dann durch Multiplication, endlich durch Potenzirung die Ver- 
schiebung eines Punktes. 

20* 
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, 3. — Bezeichnen wir mit «, jJ, 7 . , . einander schneidende, mit a\ ß\ 
y' . . . dagegen parallele Diflferenzvectoren , mit a, b, c . . . einander schnei- 
dende , mit a', b', c' . . . dagegen parallele Quotientvectoren ; lassen wir 
ferner q, Q und Cl bezüglich eine goniometrische, longimetrische und eine 
Biquaternion vorstellen, so können wir die Ergebnisse der Rechnung mit 
Vectoren übersichtlich in folgende Formeln zusammen fassen. Es ist 

«±/? = r; /J:a = q, ; ß.a=q.^; j?^ = x; «log/? = y, 

wo wir mit x und y noch zu ermittelnde Werthe andeuten. Ebenso 
haben wir '^ 

ma' ± nß' = (m ± n) / ; j9' : a' = Q, ; jS' . «' = Q2 ; 

/?'«' = x; «'logi3' = y. 
Femer ist 

ma±nb — (m±n).c; b.a = d; b:a = e; 

*logb = q; b«^ = b', 

wo b' parallel zu b zu denken ist. Sodann haben wir 

ma' ± nb' = (m ± n) c' ; b* . a' == d' ; b* : a' = e' ; 

a'logb' = Q; a'*^ = b'; 

dagegen fehlt für b'*' eine Deutung. 

Unter Voraussetzung kreuzender Vectoren haben wir endlich 

und 

alogb = D, = Qi .qi, 

während für die übrigen Kechnungen mit kreuzenden Vectoren noch kein in 
Vectoren oder Quaternionen einfach ausdrückbares Resultat festgestellt ist 

Das Product b . a aus einem Quotient- und einem Differenzvector 
kann als Factor aufgefasst werden, der einen zu « senkrechten Differenz- 
vector dreht und verschiebt ; dieselbe Wirkung bringt b . a an einem 
Quotientvector durch Potenzirung hervor. 

4. — Die im Vorstehenden noch einmal übersichtlich vorgeführten 
Resultate der Rechnung mit Punkten und Vectoren gestatten leicht viel- 
fache Verwendung bei geometrischen und mechanischen Untersuchungen. 
Dabei tritt fortwährend der Unterschied zu Tage zwischen Betrachtungen, 
worin der Punkt als Element auftritt, und denen, wobei die Gerade (als 
Tangente), oder die Ebene (als Berührungsfläche) das Element bildet, indem 
die Untersuchungen über Punktgebilde sich leichter mit schneidenden 
Vectoren und Gonioquaternionen führen lassen, wogegen die über 
Umhüllungsgebilde, oder mechanische Betrachtungen, mit Geraden und 
Ebenen als Elementen der Bewegung, sich geeigneter der parallelen Vectoren 
und der longimetrischen Quaternionen bedienen. Die Biquaternionen 
werden sich wol noch als brauchbares Werkzeug auf beiden Gebieten, 
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speciell aber bei räumlichen Untersuchungen verwenden lassen, in welchen 
die Gerade als Element eintritt, also besonders bei Eegelflächen. 

Ein wesentlicher Unterschied der Punkt- und Vectorrechnung von 
den Methoden der Coordinatengeometrie liegt darin , dass diese neuen 
Yerfahrungsweisen unmittelbar an die zu untersuchenden Gebilde heran- 
treten und mit den Elementen derselben direct rechnen, oder doch unter 
Zuziehung einfacherer Bestimmungsstücke operiren, als diess die analy- 
tische Geometrie bis jetzt gethan. Diese grössere Einfachheit der Unt'er- 
iSuchung ist aber vorwiegend dadurch begründet, dass man die in Eech- 
nung gezogenen Stücke nicht mehr bloss als Grössen, sondern noch mit 
anderen ihnen anhaftenden und quantitativ bestimmbaren wesentlichen 
Eigenschaften in die Eechnung einführt und so ihre Eigenthümlichkeiten 
gleichsam ergiebiger auswerthet, als diess bisher geschehen ist. DMurch 
ist man aber in den Stand gesetzt, mit Zuziehung einer geringeren Anzahl 
Ton Bestimmungsstücken zu operiren, und zwar mit Zugrundelegung alge- 
braischer Eegeln, so dass das neue Verfahren die Methoden der sogenannten 
synthetischen und die der analytischen Geometrie vielfach vereint. 

5. — Die Eechnung mit Vectoren, wie sie im vorliegenden Werke 
durchgeführt wurde, lässt sich als einen Versuch bezeichnen, diese geome- 
trischen Gebilde nach ihrer Länge, Eichtung und Stelle im Eaume alge- 
braisch zu verwerthen. Je nachdem man nämlich nur das eine oder das 
andre dieser Momente bei der Messung eines Vectors durch einen zweiten 
herausgreift, erhält man ein verschiedenes Eesultat. So sind die im ersten 
Theile des Buches behandelten allgemeinen Winkelfunctionen und die lon- 
gimetrischen Functionen Streckenquotienten, wobei im Wesentlichen nur 
deren Länge berücksichtigt wird. 

Der auch in älteren Untersuchungen schon vorkommende Ausdruck 

ß:a^ {Tß: Ta) (cos aß + i sin aß) 

enthält dagegen neben dem Verhältniss der absoluten Längen der Vectoren 
auch schon den Winkel derselben. Allein erst die von Hamilton ein- 
geführte Auffassung des i als eines zur Ebene aß senkrechten Einheits- 
Vectors und die Unterscheidung verschiedener i stellten die Bedeutung des 
obigen Quotienten dahin fest, dass dadurch auch die Stellung der Ebene 
des Winkels bestimmt ist. 

Indem aber Hamilton parallele Vectoren von gleicher Länge und 
Eichtung als identisch auffasste, konnten parallele Ebenen nicht von ein- 
ander geschieden werden. Dims geschieht erst durch die Einführung der 
longimetrischen Quaternionen und der Biquaternionen, welche letzteren nuii . 
als das Mass eines Vectors durch einen zweiten auftreten unter Berück- 
sichtigung der relativen Länge dieser Strecken, der Grösse und Eichtung 
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des Abstandes ihrer Anfänge, und endlich der Grösse ihres Winkels, nebst 
der Stellung der Winkelebene im Baume. 

Nennen wir nun mit Hankel eine Zahl den Ausdruck der Beziehun- 
gen zweier Grössen zu einander, hier also zweier Vectoren, soweit diese 
Beziehungen quantitativen Messungen zugängig sind, so stellen sich die 
goniometrischen und longimetrischen Functionen ebensowol wie die Qaater- 
nionen und Biquaternionen als solche Zahlen heraus, die nur dadurch von 
einander abweichen, dass sie verschiedene Beziehungen der Vectoren, als 
deren Masszahlen sie auftreten, einzeln oder gleichzeitg zum Ausdruck 
bringen. Und damit erscheinen die Besultate unsrer Untersuchung auch 
als ein Beitrag zur Erweiterung der Theorie und des Gebietes der Zahlen. 



§. 72. Geschichtliches. 

1. — Die Rechnung mit Punkten, und mit Vectoren, wie wir sie 
kennen gelernt haben, erstrebt die Verwirklichung eines genialen Gedankens, 
den Leibniz schon 1679 in einem Briefe an Huygens aussprach, indem 
er dort sagte: Je ne suis pas encore content de l'Algebre, ea ce qii'elle 
ne donne ny les plus courtes voyes, ni les plus belies constructions de 
Geometrie. C'est pourquoy lorsqu'il s'agit de cela, je croy qu'il noüs 
faut encore une autre analyse proprement geometrique ou lineaire qui 
nous exprime directement situioDi comme TAlgebre magnitudinem. 
Und an einer anderen Stelle: L'Algebre n'est autre chose que la charac- 
teristique des nombres indeterminös ou des grandeurs. Mais eile n'ex- 
prime pas directement la Situation, les angles et le mouvement, d'oü vient 
qu'il est souvent difißcile de reduire dans un calcul ce qui est dans la 
figure, et qu'il est encore plus difficile de trouver des demonstrations et 
des constructions g^ometriques assez commodes lors meme que le calcul 
d'Algebre est tout fait. Mais cette nouvelle characteristique ne peut 
manquer de donner en meme temps la Solution et la construction et la 
demonstration geometrique, le tout d'une maniere naturelle et par une 
analyse, c'est ä dire par des voyes determinees^ Je croy qu'on pourroit 
manier par ce moyen la mecanique presque comme la geometrie. 

Was Leibniz von der erweiterten Algebra verlangt, wird vielfach 
von den Quaternionen geleistet; sie sind daher mindestens eine der Lö- 
sungen des von dem grossen Philosophen gestellten Problemes. 

2. — Die frühesten Andeutungen über_^die Rechnung mit Vectoren 
liegen eigentlich schon in dem Gebrauche der positiven und negativa 
Zeichen für Strecken von entgegengesetzter Richtung. Diess geschah 
zuerst im Anfange des 17. Jahrhunderts durch A. Girard und durch 
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Cartesius. Doch erst unsrer Zeit war es yorbehalten, durch das fein- 
fühlende mathematische Genie eines Möbius das Princip der Zeichen 
coBsequent auf den verschiedensten Gebieten der Mathematik durchzu- 
fuhren. 

Ein weiterer Schritt auf diesem Felde waren die Andeutungen von 
Wallis (in seinen Werken vom Jahre 1693) über die Bedeutung des 
Imaginären bei der Lösung geometrischer Aufgaben. Er betrachtet schon 
a V — 1 als die mittlere Proportionale zwischen + a und — a und zeigt, 
wie solche Werthe zu neuen Lösungen fahren können, die aber auf einer 
Kichtung zu suchen sind, die senkrecht zu der Richtung von a ist. Auch 
de Moivre's bekannter Satz rührt aus jener Zeit und war ein Schritt 
zur Verwendung des Imaginären, wie diese dann später durch Euler in 
ausgedehnterer Weise erfolgte. Aehnliche Ansichten wie die von Wallis 
wurden von Kühn (1753), Truel (1786) und Ruöe(1806) veröffentlicht; 
der wahre Begründer der Darstellung complexer Zahlen von der Form 
X + y V — 1 in der Ebene ist aber Argand (1806). Gauss entwickelte 
(1831) dieselben Ansichten, hob durch seine Autorität die Bedenken, die 
man noch dagegen hegte, und machte seine Auffassung zum Gemeingut 
der Mathematiker. Ausführlicheres hierüber und theilweise über das Fol- 
gende findet man in Hankel's Theorie der complexen Zahlensysteme. 

3. — Die Entdeckung der Verwendbarkeit der Ausdrücke von der 
Form I + y V — 1 ^^i Untersuchungen in der Ebene führte nothwendig 
zu Versuchen, auch Vectoren im Baume durch complexe Zahlen darzu- 
stellen; diess geschah in Deutschland durch die Arbeiten H. Grass mann's, 
durch Scheffler und durch Hankel, der in seinen alternirenden Zahlen 
eine Methode zur Darstellung räumlicher Strecken gab. Aber auch der 
barycentrische Calcul von Möbius (1827) gab schon Mittel zur Dar- 
stellung von Punkten im Baume und ist jedenfalls von dem grössten 
Einfluss auf die Entwickelung eines Zweiges der Mathematik geworden, 
den sein Verfasser mit Vorliebe pflegte. 

Seit 1833 beschäftigte sich W. B. Hamilton in Dublin neben einer 
Reihe andrer englischer Mathematiker mit Untersuchungen über die Bech- 
nung mit Vectoren im Baume und ihrer Darstellung durch complexe 
Zahlen. Das Resultat dieser Arbeiten war bei Hamilton (1843) die 
Theorie der goniometrischen Quäternionen , nachdem er sich dazu ent- 
schlossen, für diese Quotienten das commutative Princip bei der Multipli- 
cation nicht mehr allgemein als giltig anzunehmen. Hamilton hat diese 
Lehren in vielen Abhandlungen, namentlich aber in zwei grösseren Wer- 
ken,, den Lectures on Quaternions (1853) und in den Elements 
of Quaternions (1866) veröffentlicht. Ausserdem sind in England über 
diesen Gegenstand neben einer Menge kleinerer Schriften noch erschienen 
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Tait's Elements of Quaternions, in 2. Auflage 1873, und Kel- 
land's Introduction to Quaternions (1873), wie denn die Qua- 
ternionen an den englischen Universitäten schon der. Stoff öffentlicher 
Vorlesungen und Gegenstand für die Prüfung der Candidaten in den mathe- 
matischen Wissenschaften geworden sind. 

In Frankreich war Servois (1813) der Entdeckung der Quatemionen 
ganz nahe, indem er versuchte einen Einheitsvector im Räume auszu- 
drücken durch 

p . cos a + q • cos |S + r . cos 7 
und die Frage auf warf, ob p, q und r nicht von der Form a -[- bi sein 
könnten. 

Auch Cauchy hat seit 1853 Untersuchungen veröffentlicht und 
zum Theil in Vorlesungen an der Sorbonne behandelt, die ähnliche Zwecke 
verfolgen, wie die Quatemionen. So bezeichnet er eine quantite geome- 
trique r, die er eine afiie nennt, mit 

"r = hx + iy + jz 
und giebt den ßichtungscoefficienten h, i, j die Namen clefs des axes, 
während er auch an T eine Eichtung (clef) und eine Länge (module) unter- 
scheidet. 

In Deutschland ist die Theorie der Quatemionen zuerst in Hankers 
Buch über complexe Zahlen (1867) behandelt worden. Der Verfasser des 
vorliegenden Werkes verdankt demselben vielfache Anregung, nachdem er 
schon seit 1864 sich mit dem Gedanken der Ausmittelung eines Werthes 
j trug, welcher in der Geometrie der Geraden und der Ebene eine ähnliche 
Rolle spielte, wie i in den Untersuchungen, bei denen der Punkt das Element 
abgiebt. Im Osterprogramm (1871) des hiesigen Realgymnasiums finden sich 
erfolglose Versuche angedeutet über die Einführung des j bei longimetri- 
schen Functionen. Erst im Winter 1873—74 ergab sich die Bedeutung des j, 
und von da an stellten sich die im vorliegenden Werke mitgetheilten 
Resultate allmälig ein. 

Ob schon von andrer Seite die allgemeinen goniometrischen und die 
longimetrischen Functionen, sowie die longimetrischen Quatemionen und 
Biquaternionen behandelt wurden, ist dem Verfasser nicht bekannt. J. T. 
Graves hat Ausdrücke untersucht von der Form 

die er Octaven nennt, während Kirkmann denselben den Namen Biqua- 

1 

ternionen giebt. Dieselben unterscheiden sich aber wesentlich von "den 
Biquaternionen dieses Werkes dadurch, dass die Einheiten i,, i^ . . . i; zum 
Quadrate erhoben — 1 ergeben. ' "" 
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